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  مداركاربرد تبديل لاپالس در تحليل 

  مقدمه -16-1

تبديل لاپالس دو ويژگي دارد كه آن را به ابزاري جالب توجه در تحليل مدارها تبديل كـرده  

نخست به كمك آن مي توان مجموعه اي از معادلات ديفرانسيلي خطـي بـا ضـرايب    . است

دوم، در ايـن تبـديل مقـادير اوليـة     . ثابت را به معادلات چند جملـه اي خطـي تبـديل كـرد    

بنـابراين  . اي جريان و ولتاژ خود به خود وارد معـادلات چنـد جملـه اي مـي شـوند     متغيره

امـا در روشـهاي كلاسـيك حـل معـادلات      . شرايط اوليه جـزء لاينفـك فراينـد تبـديل انـد     

ديفرانسيل شرايط اوليه زماني وارد مي شوند كه مـي خـواهيم ضـرايب مجهـول را محاسـبه      

  .كنيم

نظم براي يافتن رفتار گذراي مدارها بـه كمـك تبـديل    هدف ما در اين فصل ايجاد روشي م

. اساس اين بحث اسـت  7-15روش پنج مرحله اي بر شمرده شده در بخش . لاپلاس است

اولين گام در استفاده موثر از روش تبديل لاپلاس از بين بـردن ضـرورت نوشـتن معـادلات     

ايد مدار هم از مـدار را در  براي اين منظور ب. ديفرانسيلي توصيف كنندة مدار است–انتگرالي 

اين امر به ما امكان مي دهد كه مداري بسازيم كه مستقيماً در حـوزة  . به دست آوريم sحوزة

مي تـوان از روشـهاي تحليلـي بدسـت آمـده      sتحليل شود بعد از فرمولبندي مدار در حوزة 

لات جبـري  استفاده كرد و معـاد ) نظير روشهاي ولتاژ گره، جريان خانه و ساده سازي مدار(

از حل اين معادلات جبري، جريانها و ولتاژهـاي مجهـول بـه    . توصيف كنندة مدار را نوشت
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صورت توابعي گويا به دست مي آيند كه تبديل عكس آنها را به كمك تجزيه بـه كسـرهاي   

سرانجام روابط حوزه زماني را مي آزمـاييم تـا مطمـئن شـويم كـه      . ساده به دست مي اوريم

  .امده با شرايط اولية مفروض و مقادير نهايي معلوم سازگارندجوابهاي به دست 

در شروع تحليل مدارهاي . به دست مي آوريم sهم از عناصر را در حوزة  -2-16در بخش 

بايد دانست كه بعد ولتاژ تبديل شده ولت ثانيه و بعد جريان تبديل شده آمپـر ثانيـه    sحوزة 

يكـاي   sولت بر آمپر است و بنابراين در حوزة  sبعد نسبت ولتاژ به جريان در حوزة . است

  .زيمنس يا مو است) ادميتانس( اهم و يكاي گذارايي ) امپدانس( پاگيرايي 

  sعناصر مدار در حوزة  -16-2

نخست رابطة ولتـاژ و  . ساده است sروش به دست آوردن مدار هم از عناصر مدار در حوزة 

سـپس از ايـن معادلـه تبـديل     . ن مـي نويسـم  جريان عنصر در پايانه هايش را در حوزه زمـا 

بـه دسـت مـي     sلاپلاس مي گيريم به اين طريق رابطة جبري ميان ولتاژ و جريان در حوزة 

در . را بـرآورد سـازد   sسرانجام مدلي مي سازيم كه رابطة ميان جريان و ولتاژ در حوزة . آيد

  .تمام اين مراحل قرارداد علامت منفي را به كار مي بريم

  از مقاومت شروع ميكنيم، بنا به قانون اهم داريم نخست 

)16-1(                  Ri=ν  

  .چنين است ) 1-16(ثابت است، تبديل لاپلاس معادلة  Rاز آنجا كه 

)16-2(                V=RI  
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  كه در آن

}{V},i{I ν℘=℘=  

اهـم اسـت كـه     Rمتي برابـر  مقاو sمدار هم ارز يك مقاومت در حوزة ) 2-16(بنا به معادلة 

  .ثانيه است–ولت  Vثانيه و ولتاژ آن  –آمپر Iجريان آن 

ديده مي شود به ياد داشـته   1-16مدارهاي مقاومت در حوزة زمان و حوزه بسامد در شكل 

  . باشيد كه در تبديل مقاومت از حوزة زمان به حوزة بسامد تغييري در آن ايجاد نمي شود

معادلـة ولتـاژ و جريـان آن در حـوزة     . آمده است 2-16در شكل  Ioة القاگري با جريان اولي

  .زمان چنين است

  

  

  

  .حوزة بسامد) حوزة زمان ،ب) مقاومت در الف -1-16شكل 

  

  

  

  

  .آمپر Ioهانري با جريان اوليه  Lالقا گر  -2-16شكل 

  در حوزة زمان چنين است

)16-3(            
dt

di
L=ν  
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  داريم ) 3-16(لاس گرفتن از معادلة پس از تبديل لاپ

)16-4(            )](isI[LV −−= o  

              oLISLI −=  

مدار هـم از اول مـداري   . را تحقق بخشيد) 4-16(به كمك دو مدار مختلف مي توان معادلة 

متوالي ولت ثانيه اي  LIo اهمي كه با يك منبع ولتاژ مستقل  sLاست متشكل از يك امپدانس 

ديده مي شود در بررسي مدار هم ارز حوزة بسـامدي شـكل    3-16اين مدار در شكل . است

) 4-16(بر مبناي علامت منفي مجـود در معادلـه    LIoتوجه كنيد كه جهت ولتاژ منبع  16-3

. علامـت جبـري مخصـوص بـه خـود را دارد      Ioاست توجه به اين نكته نيز اهميت دارد كه 

  .مقدار منفي دارد Ioباشد آنگاه  Iخلاف جهت مبناي  Iلية يعني چنانچه مقدار او

  را برآورده، مي سازد متشكل است از يك امپدانس ) 4-16(مدار هم از ديگري كه معادله 

  

  

  

  

  

  

SL  اهمي كه با يك منبع جريان مستقلIo/s اين مدار هـم ارز در  . آمپر ثانيه اي موازي است

  .آمده است 4-16شكل 

��ار ه� ارز  ٣-���١٦ 
ه���ي  ���Lا�� �� ا�����
 �� .#�"� Io!�  ���ن او�

��ار ه� ارزي  -٤-���١٦ 
ه���ي  ��Lازي �� ا��� �� 
 �� .#�"� Io!�  ���ن او�
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يكـي از ايـن   . راههاي مختلفي موجـود اسـت   4-16ردن مدار هم از شكل براي به دست آو

و ساخت مداري بر حسـب معادلـة بـه دسـت      Iنسبت به جريان ) 4-16(راهها حل معادلة 

  آمده بنابراين 

)16-5(          
s

I

sL

V

sL

LIV
I oo +=

+
=  

دو راه را برآورده مي سـازد  ) 5-16(معادلة  4-16به سادگي مشاهده مي شود كه مدار شكل 

بـه دسـت اوردن هـم از نـور تـن      ) 1(عبارت اند از  4-16ديگر به دست آوردن مدار شكل 

به دست آوردن  جريان القا گر بر حسب ولتاژ آن و گـرفتن تبـديل   ) 2(، 3-16(مدار شكل 

به  2-16و  1-16لاپلاس از معادلة به دست آمده اين دو روش به صورت تمرين در مسائل 

  .شودخواننده واگذار مي 

مدار  Io=oقابل توجه است كه هرگاه انرژي اولية ذخيره شده در القا گر صفر باشد يعني اگر 

اين مـدار  . اهم در مي آيد sLهم ارز القا گر در حوزة بسامد به صورت القا گري با امپدانس 

  .آمده است 5-16در شكل 

خازني كه با بـار اوليـة   . اردوجود د sبراي خازنهاي با بار اوليه نيز دو مدار هم ارز در حوزة 

Vo  جريان خازن چنين است. ديده مي شود 6-16ولت در شكل.  
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  .مدار خوزة بسامدي القاگري با جريان اوليه صفر 5-16شكل 

  

  

  

  .ولت بار دار شده است Voفارادي كه تا Cخازني  -6-16شكل 

)16-6(            
dt

d
Ci

ν
=  

  داريم) 6-16(پس از تبديل معادلة 

)](sV[CI −ν−= o  

  يا

)16-7(                    I=sCV-CVo  

در حوزة بسامد از دو جريان شاخه اي تشكيل مـي   Iاز معادله فوق ديده مي شود كه جريان 

مو و ديگري از يك منبع جريـان مسـتقل    scشود يكي از شاخه ها از يك گذارايي به مقدار 

CVo  آمده است 7-16اين مدار هم ارز در شكل . شودآمپر ثانيه اي تشكيل  مي.  

مي توان مدار هم ارز متوالي خـازن بـاردار را بـه دسـت      Vنسبت به ) 7-16(از حل معادلة 

  بنابراين داريم. آورد
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)16-8(            
s

V
I)

sC
(V o+=
1  

  .است) 8-16(آمده است تحقق معادلة  8-16مداري كه در شكل 

، 8-16و  7-16ي در مدارهاي هم ارز شكلها
o

V   يعنـي اگـر   . علامـت جبـري خـود را دارد

جهت 
o

V  خلاف جهت مبنايν  باشد
o

V اگر ولتاژ اوليه خـازن  . مقداري منفي خواهد بود

اهمي باقي مي مانـد كـه در    sc/1مپدانس صفر باشد مدارهاي هم ارز ساده مي شوند و تنها ا

  .آمده است 9-16شكل 

كـاربرد ايـن   . آمده اند 1-16مدارهاي حوزه بسامدي به دست آمده در اين بخش در جدول 

  .نشان داده خواهد شد 4-16مدارها در بخش 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

��ار ه� ارز ��ازي  ٧-���١٦ 

*ـــ�ز�� آـــ� )ـــ� 
o

V  +و�ـــ
 .!�ردار��- ا,+

�ـــ�ار هـــ� ارز  ٨-�١٦ـــ�� 

 �( ����ا�� *�ز�� آ
o

V  +و�ـ
 .!�ردار��- ا,+
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  sمدارهاي هم ارز در حوزة  1016جدول 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  بسامدي خازني با ولتاژ اولية صفر مدار حوزة 9-16شكل 
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  sتحليل مدار در حوزة  -16-3

به ذكر چند نكته مي پـردازيم كـه اسـاس تمـام كارهـاي       sپيش از بررسي مدارها در حوزة 

  .بعدي ماست

نخست ميدانيم كه چنانچه در القا گر و خازنها انـرژي اوليـه نداشـته باشـيم رابطـة ولتـاژ و       

  .جريان آنها چنين است

)16-9 (        V=ZI  

 Rبه اين ترتيب امپـدانس مقاومـت   . است sعنصر در حوزة ) پاگيرايي(امپدانس  Zكه در آن 

-16(نكته اي كه در معادلة . اهم است sC/1اهم، و امپدانس خازن  sLاهم، امپدانس القا گر 

گـاه معادلـة   . مشـخص شـده اسـت    9-16، و 5-16، )ب(1-16آمده است، در شكلهاي ) 9

  .مي نامند sنون اهم در حوزة را قا) 16-9(

دقيقـاً همـان قواعـد تركيـب آنهـا در حـوزة        sعكس پاگيرايي، گذارايي، گذاراييها در حوزة 

در تحليل  حوزة بسامدي مي توان از سـاده كردنهـاي متـوالي و مـوازي و     . فازبرداري است

  . مثلث استفاده كرد –تبديلهاي ستاره 

 sرشهف را مي توان براي جريانها و ولتاژهاي حـوزة  نكتة مهم ديگر اين است كه قوانين كب

دليل اين امراين است  كه بنا به خواص تبديل عمليات، تبديل لاپـلاس مجمـوع   . به كار برد

را  2-15جدول ( چند تابع در حوزة زمان برابر مجموع تبديل لاپلاسهاي يكايك توابع است

يك گـروه در حـوزة زمـان صـفر اسـت،      بنابراين از آنجا كه جمع جبري جريانها در ) ببينيد
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همچنـين جمـع جبـري ولتاژهـاي     . جمع جبري جريانهاي تبديل شده نيز صفر خواهد بـود 

  .چنين اند sقوانين كيرشهف در حوزة . تبديل شده حول مسيري بسته صفر است

)16-10(      o=)I جبري ) ها∑  

)16-11 (      V)=o جبري  )ها∑  

ازآنجا كـه ولتـاژ  و جريـان در    . نكتة سوم مبتني بر درك مفاهيم نهفته در دو نكتة اول است

پايانه هاي عناصر غير فعال به وسيلة معادلاتي جبري بـه هـم مربـوط مـي شـوند و قـانون       

ميتـوان در   كيرشهف همچنان برقرار است، پس كلية روشهاي تحليل شبكه هاي مقـاومتي را 

بنابراين حتي اگر در القـا گرهـا و خازنهـا انـرژي     . تحليل مدارها در حوزة بسامد به كار برد

 -اولية ذخيره شده باشد روشهاي ولتاژ گره، جريان خانه، تبديل منـابع، هـم ارزهـاي تـونن    

 ـ. نورتن و روشهاي معتبري هستند ة چنانچه در مدار انرژي اوليه ذخيره شده باشد بايد معادل

را تغيير داد اين تغيير بسيار ساده است و كافي اسـت بـه كمـك قـوانين كيرشـهف      ) 16-9(

  .منابع مستقل لازم را با امپدانس عناصر موازي يا متوالي كرد

  چند مثال تشريحي 16-4

براي نشان دادن چگونگي استفاده از تبديل لاپلاس در تعيين رفتار گذراي مدارهاي خطي با 

علت تحليل . را به كار مي بريم 8و6،7، مدارهاي تحليل شده در فصلهاي پارامترهاي فشرده

اين مدارهاي آشنا اين است كه وقتي در يابيم نتايج به دست آمـده بـا نتـايج قبلـي يكسـان      

  .است، به توانايي خود در تحليل مدارها به كمك روش تبديل لاپلاس اطمينان مي يابيم
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بار اولية خـازن  . است 10-16مدار شكل نخستين مداري كه تحليل خواهيم كرد 
o

V   ولـت

از آنجا كه اين مدار قـبلا  . را در حوزة زمان به دست اوريم νو iاست و مي خواهيم روابط 

را  3-6تحليل شده است مي توانيد پيش از پرداختن بـه تحليـل حاضـر، بخـش      6در فصل 

  .مرور كنيد

دو مـدار هـم ارز    sبه حوزة  10-16براي تبديل مدار شكل . شروع مي كنيم iرا با يافتنكار 

از آنجا كه مطلوب ما جريان است مدار هم ارز متوالي جـالبتر  . براي خازن باردار وجود دارد

  . است زيرا به كمك آن به مداري با تنها يك خانه در حوزة بسامد دست مي ياييم

  

  

  

  خلية خازنمدار ت -10-16شكل 

  .را مي سازيم 11-16بنابراين مدار حوزه بسامدي شكل 

  . داريم 11-16از جمع ولتاژ ها حول خانة شكل 

)16-12(        RII
sCs

V
+=

1
o  

  داريم  Iنسبت به ) 12-16(از حل معادلة 

)16-13 (      
)RC/(s

R/V

RCs

CV
I

11 +
=

+
= oo  
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آن مي تواند تبديل عكس آن را به دست  است و با نگاهي به sتابعي گوياي سره از  Iرابطة 

  آورد

)16-14 (        )t(ue
R

V
i RC/ι−= o  

، اين رابطه همان رابطة جريان به دست آمده به كمك روشهاي كلاسـيك در   RC=τچون

  ).را ببينيد 12-16معادلة ( است  6فصل 

معلوم باشد ساده ترين راه براي تعيين استفاده  Iلبته وقتي جريان ا. ولتاژ را مي يابيم νاكنون

  .يعني داريم. از قانون اهم است

  

  

  

  10- 16مدار هم ارز حوزة بسامدي مدار شكل  -11-16شكل 

  

)16-15(        )t(ueVRi Rc/t−==ν
o

  

. نشـان مـي دهـيم    νرا پيدا كنيم، راهي براي پيدا كردن  Iاكنون بدون اينكه نخست جريان 

 sرا به كمك مدار هم ارز موازي خازن باردار بـه حـوزة    10-16براي اين منظور مدار شكل 

علت استفاده از مدار هم ارز موازي در اينجا اين است كه به اين طريـق بـه   . تبديل مي كنيم

-16دي در شـكل  اين مدار هم ارز حوزة بسام. مداري مي رسيم كه تنها يك ولتاژ گره دارد

  .آمده است 12

  .چنين است 12-16معادلة ولتاژ گره توصيف كنندة مدار شكل 
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)16-16(          
o

CVsCV
R

V
=+  

  داريم Vاز حل اين معادله نسبت به 

)16-17(          
)RC/(s

V
V

1+
= o  

به دست مي ) 12-16(معادلة  νهمان رابطة ) 17-16(پس از گرفتن تبديل عكس از معادلة 

  آيد يعني داريم

)16-18 (        )t(ueVeV /tRc/t τ−− ==ν
oo

  

با استفادة مستقيم از روش تبديل اين بود كه نشان دهيم انتخـاب مـدار    νهدف ما از تعيين 

  .به نوع پاسخ مطلوب بستگي دارد sهم ارز در حوزة 

  

  

  10-16حوزة بسامدي مدار شكل مدار هم ارز  12-16شكل 

دومين مداري است كه به تحليل آن مي پـردازيم، ايـن    6-8تحليل شده در مثال  RLCمدار 

پس از اينكه منبـع  . است ILمطلوب ما يافتن رابطة . آمده است 13-16مدار دوباره در شكل 

  .فر استجريان ثابت به عناثر موازي اعمال مي شود انرژي اولية ذخيره شده در مدار ص

ايـن مـدار هـم ارز    . مانند گذشته نخست مدار هم ارز را در حوزة بسامد به دست مي آوريم

توجه كنيد كه تبديل منبع مستقل از حوزة زمان به حوزة بسامد . آمده است 14-16در شكل 

تبديل لاپلاس تابع حـوزة زمـاني   . كافي است s براي تبيدل منابع به حوزة. چقدر ساده است
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در اين مسئله باز كردن كليد منجـر بـه تغييـري پلـه اي در جريـان      .  به دست آوريممنبع را 

}t)u(I{برابر است با  sبنابراين منبع جريان در حوزة . اعمالي به مدار مي شود dc℘   يـاIdc/s 

بـه دسـت    sرا در حوزة  ILرا مي يابيم و سپس از رابطة زير رابطة  Vنخست  ILبراي يافتن 

  .آوريممي 

  

  

  .موازي RLCپاسخ پلة يك مدار  -13-16شكل 

  

  

  

  sدر حوزة  13-16مدار هم ارز مدار شكل  -14-16شكل 

)16-19 (        
sL

V
IL =  

  داريم  14-16از جمع جريانهاي خارج شونده از گره بالاي مدار شكل 

)16-20 (        
s

I

sL

V

R

V
sCV dc=++  

  .حل مي كنيم Vنسبت به  را) 20-16(حال معادلة 

)16-21 (        

LC
s

RC
s

C/I
V dc

112 ++
=  

  .داريم) 19-16(در معادلة  Vبا قرار دادن مقدار 
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)16-22(        
)

LC
s

RC
s(s

C/I
V dc

112 ++
=  

  داريم) 22-16(در معادلة  Idc,C,L,Rبا قرار دادن مقادير عددي 

)16-23 (        
)ss(s

IL 82

5

10166400

10384

×++

×
=  

به كسرهاي ساده، مخرج را به حاصلضرب عوامل تجزيه مـي  ) 23-16(قبل از تجزية معادله 

  .پس داريم. كنيم

)16-24(      
)js)(js(s

IL 2400032000240032000
10384 5

++−+
×

=  

پيش   t=∞در ILدر اينجا مي توان به كمك قضية مقدار نهايي و جوابي كه اين قضيه براي 

، جـز  ILت مي دانيم كه همـة قطبهـاي   نخس. را در حوزة بسامد آزمود ILبيني مي كند، رابطة 

جاي دارنـد، بنـابراين مـي تـوان قضـية       sقطب مرتبة اول واقع در مبدا در نيمة چپ صفحة 

از رفتار مدار مي دانيم كه پس از باز شدن كليـد بـه   . مقدار نهايي را در اين مسئله به كار برد

بايـد   ILابراين مقـدار نهـايي   بن. مدت طولاني القا گر منبع جريان را اتصال كوتاه خواهد كرد

mA 24  باشد حدsIL  وقتيos   .چنين است→

)16-25(        mA)sIlim( L 24
1016

10384
8

5

=
×

×
=  

  .)آمپر خواهد بود sILآمپر ثانيه است، بعد  sاز آنجا كه ابعاد جريان در حوزة (

  .داريم. را به كسرهاي ساده تجزيه مي كنم) 24-16(حال تابع معادلة 
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)16-26(  
2400032000240032000

221

js

k

)js

k

s

k
IL ++

+
−+

+=  

  .ضرايب اين بسط چنين اند

)16-27(      3
8

5

1 1024
1016

10384 −×
×

×
=k  

)16-28 (  o871261020
480002400032000

10384 3
5

1 ,
)j)(j(

k −×=
+−

×
=  

  .و گرفتن تبديل عكس داريم) 26-16(در معادلة  2kو 1kبا قرار دادن مقادير عددي 

)16-29(    mA)t(u)],tcos(e[i ,
L

o87126240004024 32000 ++= −  

  از آنجا كه داريم

tsintcos),tcos( 24000322400024871262400040 −−=+ o  

  .يكسان است 6-8با جواب مثال ) 29-16(جواب معادلة  

انجاميده است مي توانيم غير از مقايسة آن ) 29-16(براي بررسي صحت نتايج كه به معادلة 

iL)(و IL(o)به اين طريق عمل كنيم كه بررسي كنيم كه آيا  6-8با نتايج مثال  شرايط اوليه  ∞

  ر معلوم مدار در حالت ماندگار را برآورده مي سازد يا نه؟و رفتا

-16مثال سومي كه به كمك تبديل لاپلاس پاسخ گذاري آن را بررسي مي كنيم، مدار شكل 

  .معادلة منبع جريان چنين است. منبع سينوسي قرار داده ايم dcاست كه در آن به جاي  13

)16-30 (          AtcosIi mg ω=  
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كما كان فرض مي كنيم  انرژي اولية ذخيره شده در  rad40000=ωو  Im=24mAآن كه در 

  برابر است با sرابطة جريان منبع در حوزة . مدار صفر است

)16-31(        
22 ω+

=
s

sI
I m
g  

  ولتاژ دو سر عناصر موازي چنين است

)16-32(        
)LC/()sRC(s

s)C/I(
V

g

12 ++
=  

  داريم) 32-16(در معادلة ) 31-16(دله از قرار دادن معا

)16-33(        
)

LCRC

s
s)(s(

s)C/I(
V m

1222 ++ω+
=  

  .كه از آن چنين به دست مي آيد

)16-34(        
)

LCRC

s
s)(s(

s)LC/I(

sL

V
I m
L 1222 ++ω+

==  

  .داريم) 34-16(در معادلة  Im.ω C,L,Rبا قرار دادن مقادير عددي

)16-35(      
)ss/()s(

s
IL 8282

5

1016640001016

10384

×+−×+

×
=  

  خرج معادلة فوق را به حاصل ضرب عوامل تجزيه مي كنيمحال م

)16-36(    
)js)(js)(jas)(jas(

s
IL β+α+β−α++−

×
=

510384  

a ،3200024000=40000كه در آن  =α=β ,  
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يك جفـت قطـب بـر     ILرا نمي توان به كمك قضيه مقدار نهايي آزمود زيرا  ILمقدار نهايي 

±×4104روي محور موهومي در j  براين بايد نخست بنا. داردIL را بيابيم و صحت اين رابطه

  .را به كمك رفتار معلوم مدار بررسي كنيم

  .به كسرهاي ساده داريم) 36-16(از تجزية معادلة 

240002400
21

js

k

js

k
IL +

+
−

=  

)16-37(    
2400032000240032000

22

js

k

js

k
IL ++

+
−+

=  

  .چنين است 2kو 1kمقادير عددي ضرايب 

o901057
640003200016000320080000

4000010384 3
5

1 −×=
++

×
= −

,
)j)(j)(j(

)j(
k  

)16-38(  o9010512
480006400032000160003200

400003200010384 3
5

2 −×=
+−+−
+−×

= −
.

j)j)(j(

)j(
k  

  .و گرفتن تبديل عكس از آن داريم) 37-16(در معادلة  2kو 1kبا قرار دادن مقادير عددي 

  mA)]tcos(e)tcos([i t
L

oo 902400025904000015 32000 ++−= −  

)16-40(  mA)t(u]tSinetsin[ t 24000254000015 32000−−=  

با شرايط اوليه مفروض و رفتـار معلـوم مـدار    ) 40-16(حال بايد بررسي كنيم كه آيا معادلة 

) 40-16(بنابه معادلة  t=oس از اينكه مدتها باز بماند هماهنگي دارد به ازاي پ) مقدار نهايي(

جريـان حالـت   . جريان اوليه صفر است كه با صفر بودن انرژي اوليـة مـدار سـازگار اسـت    

  .چنين است) 40-16(ماندگار بر مبناي معادلة 
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)16-41 (      mAtsiniLss 40015=  

بررسـي كـرد و ايـن امـر بـه       10فاز برداري فصل  كه مي توان صحت آن را به كمك روش

  .عنوان تمرين به خواننده واگذار مي شود

را پس از اينكـه  2iو  1Iمي خواهيم جريانهاي . آمده است 15-16مدار مثال چهارم در شكل 

انرژي اوليه ذخيـره  . به مدار اعمال مي شود به دست آوريم V- 336و  dcناگهان منبع ولتاژ 

اين نوع پاسخهاي گذر را نمي توان بـه كمـك روشـهاي تحليلـي     . صفر استشده در مدار 

به دست آورد زيرا منجر به حل دستگاهي شامل دو معادلة ديفرانسيل مرتبه اول مي  7فصل 

  .شود

  

  

  چند خانه اي RLمدار  -15-16شكل 

 گرچه براي حل دستگاههاي معادلات ديفرانسيلي در حوزة زمان روشهايي موجود است، در

اما از آنجا كـه بـه كمـك روش    .اين كتاب ترجيح مي دهيم كه چنين راه حلهايي ارائه نشود

تبديل لاپلاس معادله هاي ديفرانسيلي به معادله هاي جبري تبديل مي شوند، اين مـدار را از  

  .همين روش و نيز به كمك روش جريان خانه تحليل مي كنيم

دو معادلـة  . آمـده اسـت   16-16ر شـكل  د 15-16مدار هم ارز حوزة بسامدي مـدار شـكل   

  جريان خانه اين مدار عبارت اند از 
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)16-42(      21 424842
336

II)s,(
s

−+=  

)16-43(      21 1090420 I)s(I ++−=  

  .را چنين به دست مي آوريم 2Iو  1Iبه كمك روش كرامر

s

s,

109042

424842

+−

−+
=∆  

)ss( 241484 2 ++=  

)16-44(      )s)(s( 12284 ++=  

        
s

sN

10900

42
336

1
+

−=  

)16-45(      
s

)s( 9336 +
=

o  

  

  

  

  .sدر حوزه  15-16مدار هم ارز مدار شكل  -16-16شكل 

          و
042

336
4248

2
−

+= s
s,

N  

)16-46(          
s

14112
=  

  .داريم) 46-16(و ) 45-16(، ) 44-16(بنا به معادله هاي 
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  .به كسرهاي ساده داريم 2Iو 1Iبا تجزيه 

)16-49(        
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1

2
1415
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−=

sss
I  

)16-50(        
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41

2
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+
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I  

به ترتيب چنـين بـه   2iو1iروابط ) 50-16(و ) 40-16(حال با گرفتن تبديل عكس از معادلة 

  .دست مي آيند

)16-51(        A)t(u)ee(i t1224
1 1415 −− −−=  

)16-52(      A)t(u)e,e,[i t1224
2 41487 −− +−=  

از انجا كه در . اكنون بايد صحت نتايج به دست آمده و همخواني آنها را با مدار بررسي كنيم

i),(i)(لحظة بسته شدن كليد، انرژي ذخيره شده در مدار موجـود نبـود   −−
oo ، بايـد صـفر   22

پس از اينكه از بسته شدن كليد مدتي . اي به دست آمده با اين مقادير سازگارندجوابه. باشند

برابر 2iو  i1بنابراين مقدار نهايي . طولاني بگذرد، القاگرها به صورت اتصال كوتاه در مي ايند

  خواهند بود با

)16-53(        A
))((

)(
)(i 15

4842
90336

1 ==∞  



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com ٢٢

  و 

)16-54(        A
)(

)(i 7
90
4215

2 ==∞  

  .به دست آمده با اين مقادير نهايي نيز سازگارند جوابهاي

ــاژ در     ــت ولت ــبة اف ــي شــود، محاس ــا م ــادير عــددي نماه ــه شــامل مق آخــرين بررســي ك

با توجه به مـدار مشـاهده مـي كنـيم كـه ولتـاژ       . با سه روش مختلف است Ω−42مقاومت

  .چنين است) بالايي را مثبت بگيريم اگر ولتاژ گره مقاومت(  Ω−42مقاومت

)16-55(  
dt

di
i

dt

di
,)ii( 2

2
1

21 10484833642 +=−=−=ν  

-16(اثبات اين نكته را به خواننده واگذار مي كنيم كه اگر از هر كـدام از شـكلهاي معادلـة    

  استفاده كنيم ولتاژ برابر است با ) 55

V)t(u)e,e,f( tt 122 801002235336 −− −−=ν  

  .صحيح هستند2iو1iپس مطمئن مي شويم كه جوابهاي 

مداري كـه  . نشان داده مي شود sر مثال بعدي چگونگي استفاده از هم  ارز تونن در حوزة د

مي خواهيم پس از بسته شدن كليد جريان خازن . است 17-16قرار است تحليل شود شكل 

  .انرژي ذخيره شده در مدار قبل از بسته شدن كليد صفر است. را بيابيم

مي سـازيم و   sرا در حوزة  17-16ز مدار شكل نخست مدار هم ار Icبراي به دست آوردن 

. سپس هم ارز تونن مدار حوزة بسامدي را نسبت به پايانه هاي خازن به دسـت مـي آوريـم   

  .آمده است 18-16مدار هم ارز حوزة بسامدي در شكل 
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در شرايط باز بودن مدار ولتـاژي  . است b,aباز در پايانه هاي  -ولتاژ توتن برابر با ولتاژ مدار

  نخواهد بود، پسΩ−60مقاومت  در

  

  

  

  .تشريح مي  شود sمداري كه به كمك آن استفاده از هم ارز توتن در حوزة  -17-16شكل 

  

  

  

  

  .17-16هم ارز حوزة بسامدي مدار شكل  -18-16شكل 

)16-56(          
4t

10s

480

s002/020

s002/0)(s/480(
V

+
=

+
=  

بـا   Ω−60شود برابر تركيـب متـوالي مقاومـت    ديده مي  b,aامپدانس توتن كه از پايانه هاي

  است، بنابراين  mH-2و القا گر  Ω−60تركيب موازي 

)16-57(        
4t

10s

)7500s(80

s002/020

)20(s002/0
60Z

+
+

=
+

+=  

در مي آيـد كـه بـا     19-16به صورت مدار شكل  18-16به كمك هم ارز توتن مدار، شكل 

. ، برابر خارج قسمت ولتاژ تونن به امپـدانس متـوالي كـل اسـت    Icتوجه به آن جريان خازن،

  بنابراين 

)16-58(      
]s/)102[)]10s/()7500s(80[

)10s/(280
I

54

4

c ×+++
+

=  
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  كه پس از ساده كردن داريم

62c
1025s10000s

s6
I

×++
=  

)16-59 (                 
2)5000s(

s6

+
=  

  به كسرهاي ساده داريم) 59-16(از تجزية معادلة 

)16-60(            
)5000s(

6

)5000s(

30000
I

2c +
+

+
−

=  

  تبديل عكس اين معادله چنين است

)16-61(            
)5000s(

6

)5000s(

30000
i

2c +
+

+
−

=  

  

  

  

  به كمك هم ارز تونن 18-16مدار ساده شدة مدار شكل  19-16شكل 

  داريم) 61-16(بنا به معادلة . حال همخواني اين معادله را با رفتار مدار بررسي مي كنيم

)16-62(                A6)o(ic =  

با جريان اولية سازگار است زيرا جريان اولية القاگر  17-16اين مقدار با توجه به مدار شكل 

مقدار نهايي . است A6يا  80/480بنابراين جريان اولية خازن . و ولتاژ اولية خازن صفر است

  .نيز مي خواند) 61-16(جريان صفر است كه با معادلة 

بيشتر شود جهت جريان  us200يا  30000/6از  tهرگاه) 61-16(همچنين با توجه به معادلة 

از آنجا ناشي مي شود كه پس از بسـته شـدن كليـد خـازن      Icتغيير علامت . عوض مي شود
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چون القا گر در اتصال كوتاه مي شـود خـازن نهايتـاً تخليـه مـي      . شروع به پر شدن مي كند

  .دهد را تغيير مي Icهمين پر و تخيه شدن خازن علامت . شود

در  Icفرض كنيد ولتاژ دو سر خازن، نيز مطلوب باشـد مـي تـوان آن را بـا انتگراليگـري از      

  بنابراين . حوزه زمان به دست آورد

)16-63(               ∫ −−×=ν
t

o

x50005

c dxe)x300006(102  

مشكل نيست اما مي توان از محاسبة آن اجتناب كرد ) 63-16(اگرچه انتگرالگيري از معادلة 

به دست آوريم و آنگـاه از آن تبـديل عكـس     sكه نخست رابطة، را در حوزه به اين ترتيب 

  بنابراين داريم. بگيريم

2

5

cc
)5000s(

s6
.

s

)102(
I

sC

1
V

+
×

==  

)16-64 (                
2

5

)5000s(

1012

+
×

=  

  كه از آن داريم 

)t(ute1012 t50005

c

−×=ν 

) 65-16(معادلـة   و نيـز اثبـات اينكـه   ) 16-16(با معادلـة  ) 65-16(اثبات سازگاري معادلة 

در مورد مدار داشته ايم تأييد مي كند، به خوانده واگذار مـي   Icملاحظاتي را كه بنا به رابطة 

  .)22-16مسئله ( شود 

در ششمين و آخرين مثال چگونگي تحليل پاسخ گذاري مداري شامل القا كتايي متقابـل بـا   

وصـل  «آمده است كليد  20-16استفاده از تبديل لاپلاس تشريح مي شود اين مدار در شكل 
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مي . مي رود bكليد ناگهان به وضعيت  t=0در . بوده است  aمدتها در وضعيت » قبل از قطع

  .در حوزة زمان را به دست آوريم 2tخواهيم رابطة 

اسـت و بـه جـاي پيچـك      bرا براي حالتي كه كليد در وضعيت  20-16نخست مدار شكل 

اين مـدار در شـكل   . رار گرفته، دوباره رسم مي كنيمق Tمغناطيسي تزويج شدة مدار هم ارز 

  .آمده است 165-21

  براي چنين منظوري مي دانيم كه  . تبيدل مي كنيم sرا به حوزة  21-16حال مدار شكل 

)16-66(          A)(i 5
12
60

01 ==−  

)16-67(          002 =− )(i  

براي القـا گرياجريـان   . استفاده كنيم sدر حوزة از آنجا كه در نظر داريم از تحليل خانه هاي 

آمـده   22-16مدار حـوزة بسـامدي  در شـكل    . اوليه، مدار هم ارز متوالي را به كار مي بريم

ظاهر  Tاين منبع در ساق عمودي . است كه در آن تنها يك منبع ولتاژ مستقل ظاهر مي شود

  .است A5برابر  يا  H-2مي شود و نشان مي دهد كه جريان اوليه در القا گر 

  

  

  

  .مداري كه پيچكهاي مغناطيسي جفت شده دارد -20-16شكل 
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  آمده است Tكه به جاي پيچكهاي مغناطيسي تزويج شدة آن مدار هم ارز  20-16مدار شكل  -21-16شكل 

  .M – L1=0زيرا . از آن مي گذرد منبع ولتاژ بوجودندارد1iدر  شاخه اي كه جريان 

  در حوزة بسامد عبارت اند از  22-16نة توصيف كنندة مدار شكل دو معادلة خا

)16-68(          10223 21 =++ sII)s(  

  و 

)16-69(          108122 21 =++ I)s(sI  

  داريم 2Iاز حل آنها نسبت به 

)16-70(                  
)s)(s(

,
I

31
52

2 ++
=  

  .مي آيد به كسرهاي ساده چنين به دست) 70-16(از تجزيه معادلة 

)16-71(          
3

251
1

251
2 +

−
+

=
s

,

s

,
I  

  .مستقيما داريم) 71-16(از معادلة 

  

  

  sدر حوزة  21-16مدار هم ارز مدار شكل  22-16شكل 
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  tبر حسب  20-16مدار شكل  Iمنحني  -23-16شكل 

)16-72(      A)t(u)e,e,(i tt 3
2 251251 −− −=  

پس از اينكه كليد به وضـعيت   549 وMS 31آشكار مي شود كه ) 72-16(از بررسي معادلة 

B  مي رود جريانI  ،به مقدار اوج خودmA13 2منحني. مي رسد 48وI   برحسـبt  در شـكل

اين پاسخ با رفتار فيزيكـي معلـوم پيچكهـاي داراي تـزويج مغناطيسـي      . آمده است 16-23

بـا   فقط وقتي مي تواند موجود باشـد كـه جريـاني متغيـر     L2جريان در القاگر . سازگار است

افـزايش مـي يابـد و    A5 ،2iاز مقدار اولية خود يعني از  1Iبا كاهش . بگذرد 1Lزمان از القاگر

) 23-16مسـئله  . (نيز به صفر نزديك خواهد شد 2Iبه صفر نزديك مي شود  1Iپس از انيكه 

  .)را ببينيد

  تابع ضربه در تحليل مدار 16-5

ك مدار با منبعي ضربه اي در مـدارها  توابع ضربه به دليل عمل قطع و وصل كليد و يا تحري

نخست به چگونهي تشكيل تابع ضر به در عمـل قطـع و وصـل كليـد مـي      . ظاهر مي شوند

معـادل ولتـاژ    1Cدر لحظه اي كه كليد بسته مي شود خازن  -24-16در مدار شكل . پردازيم

اولية 
o

V  2باردار مي شود بار اوليةC يم هرگـاه  صفر است مي خواهR      بـه صـفر ميـل كنـد

  .آمده است 25-16مدار هم ارز حوزة بسامدي در شكل . را بيابيم I(t)رابطة 
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  .)مستقيماً مي توان نوشت 25-16با توجه به شكل 

  

  

  

  .مدراي كه به كمك آن طرز تكميل تابع ضربه بررسي مي شود -24-16شكل 

  

  

  

 sة در حوز 24-16مدار هم ارز مدار شكل  -25-16شكل 

)sC/()sC/(R

s/V
I

21 11 ++
= o  

 )16-73(        
)RC/(s

R/V

21+
= o  

  .است 2C +1C/( 2C 1C(يعني  2Cو  1Cظرفيت هم ارز ظرفيتهاي  Ceكه در آن 

  .با يك نگاه چنين مي شود) 73-16(تبديل عكس معادلة 

)16-73(        )t(u)e
R

V
(i eRC/4−= o  

 R/(جريان اوليه  Rبنابه اين معادلة كاهش 
o

V (   را افزايش و ثابـت زمـاني)(RCe   را كـاهش

كوچكتر شـود مقـدار اوليـة جريـان بزرگتـر و افـت آن سـريعتر         Rبنابراين هرچه . مي دهد

  .آمده است 26-16در شكل  Iمشخصه هاي . خواهد بود
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تـابع ضـربه   به سوي صـفر بـه    Rبا ميل كردن  Iدر اينجا پي به اين نكته مي بريم كه جريان 

حـال كـافي   . به بينهايت و عمر آن به صفر ميل مـي كنـد   Iنزديك مي شود زيرا مقدار اولية 

از نظر فيزيكـي كـل   . است Rاست ثابت كنيم كه مساحت زير منحني تابع جريان مستقيم از 

همان كل باري است كه پس از بسته شدن كليد به خـازن   tبر حسب  Iمساحت زير منحني 

2C ود، بنابراين داريممنتقل مي ش.  

  

  

  

  

  Rبه ازاي دو مقدار مختلف  I(t)منحني  -26-16شكل 

)16-75(      e
RC/t

CVdte
R

V
q e

o
o =∫== −

∞

−0
  

 Ce oVو برابـر   Rمسـتقل از   2Cاين معادله حكايت از آن دارد كه كل بار منتقـل شـده بـه    

ميـل مـي كنـد     Ce oVبا شـدت   به صفر به ضرببه اي Rبنابراين با نزدك شدن . كولن است

  .يعني داريم

)16-76(        )t(CVi eδ→ o  

، ناگهان بـار معينـي بـه    R=0اين است كه هرگاه داشته باشيم ) 76-16(تغيير فيزيكي معادلة 

2C مي توان دريافت كه چرا وقتي  24-16با توجه به شكل . منتقل مي شودR=0  انتقال بـار ،
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برابر صفر است و كليد را مي بنديم ولتاژي بـه خـازني اعمـال     Rوقتي . ناگهاني خواهد بود

تنها در صورتي تغييري ناگهاني در ولتاژ خازن ايجـاد  . مي شود كه ولتاژ اولية آن صفر است

به  2Cوقتي كليد بسته مي شود، ولتاژ. مي شود كه انتقال بار ناگهاني باشد
o

V   نمي برد بلكـه

  به ولتاژ 

)16-77(        
21

1
2

CC

VC

+
=ν o  

-16در مسئلة ) 77-16(روش به دست آوردن معادلة . كه مقدار نهايي آن است خواهد پريد

  .به خواننده واگذار مي شود 27

را برابر صفر بگيريم به كمك تحليل از طريق تبـديل لاپـلاس    Rتوجه كنيد كه اگر در آغاز 

  .داريم. اسخ جريان به ضربه را به دست آوردتوان پ مي

)16-78(      
o

oo VC
CC

VCC

)sC/()sC/(

s/V
I e=

+
=

+
=

21

21

21 11
  

t=oاز ولتاژهاي خازنها در ) 78-16(براي نوشتن معادلة 
تبـديل عكـس   . استفاده كرده ايـم  -

يك مقدار ثابت برابر است با حاصلضرب همان مقدار ثابت در تابع ضربه، بنابراين از معادلة 

  .داريم) 16-78(

)16-79(        )t(VCi oe δ=  

توانايي تبديل لاپلاس در پيش بيني دقيق وجود تابع ضربه از جمله دلايـل كـاربرد گسـتردة    

  .فشردة نامتغير با زمان است -تبديل لاپلاس در تحليل رفتار گذراي مدارهاي خطي پارامتر
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در اثر عمل قطع و وصل به عنوان مثالي ديگر كه در آن چگونگي پديد آمدن پاسخ به ضربه 

در اين مدار مي خواهيم رابطة حـوزة  . را در نظر بگيريد 27-16بررسي مي شود مدار شكل 

زماني 
o

ν توجه كنيد كه باز كردن كليـد تغييـري ناگهـاني در    . را پس از باز شدن كليد بيابيم

كه باعث مي شود در پاسخ . پديد مي آورد 2Lجريان 
o

ν تابع ضربه ظاهر شود.  

 28-16وقتي كليد باز است در مـدار شـكل    27-16مدار هم ارز حوزة بسامدي مدار شكل 

t=oبا توجه به اين امر به دست آمده است كه در  28-16مدار شكل . آمده است
جريان القا  -

t=0اوليـه را در   شـرايط . برابر  صـفر اسـت   H-2و جريان القا گر  A 10برابر  H-3اگر 
در  -

ـنظر گرفتيم زيرا حد پاييني انتگرال تبديل لاپلاس 
  .است 0

  

  

  

  .مداري كه در آن ولتاژي ضربه پديد مي آيد -27-16شكل 

  

  

  

  .27-16مدار هم ارزي حوزة بسامدي مدار شكل  - 28- 16شكل

  

از جمع جريانهاي خـارج  . را مي توان به كمك يك معادله ولتاژ گره به دست آورد Voرابطة 

  .داريم V30–و منبع  Ω−15شونده از گره ميان مقاومت 
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)6-80(             o
s

])s/[(V

s

V oo =
+

+−
+

+ 103

30100

152
  

  .چنين به دست مي آيد Vo از حل معادله فوق نسبت به

)6-81(        
)s(

),s(

)s(s

),s(
Vo 5

5712
5
5740

+
+

+
+
+

=  

تـابع ضـربه    oυتابعي گويا و ناسره است در ) 81-16(چون جمله دوم طرف راست معادله 

از تقسيم صورت بر مخرج تابع ناسره به يك عدد ثابت و يك تابع گوياي . وارد خواهد شد

  .سره دست مي يابيم

)6-82(        
5

30
12

5
5712

+
+=

+
+

ss

),s(  

بـه  ) 81-16(و سـپس تجزيـة نخسـتين جملـة راسـت معادلـه       ) 82-16(با توجه به معادله 

  كسرهاي ساده داريم 

)16-83(         
5

30
12

5
2060

+
++

+
−=

sss
Vo  

5
1060

12
+

++=
ss

  

  كه از آن داريم 

)16 -84( V)t(u)e()t( t
o

5106012 −++δ=υ

  

پيش از پاسخ دادن به اين پرسش رابطة جريـان   آيا اين جواب با عملكرد مدار سازگار است؟

<−در  را ot پس از باز شدن كليد، جريان . به دست مي آوريمL1    برابـر جريـانL2  اسـت .
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جهت مبناي جريان را در جهت عقربه هاي سـاعت بگيـريم    28-16اگر در خانه مدار شكل 

  :چنين است  sدر حوزه  Iرابطة 

)16-85(  

5
6

5
20

255
30100

+
+

+
=

+
+

=
s)s(ss

)s/(
I  

5
6

5
44

+
+

+
−=

sss
  

5
24
+

+=
ss

  

  چنين است) 85-16(تبديل عكس معادله 

)16-86(              A)t(u)e(i t524 −+=  

برابر  L2و جريان  A10برابر  L1پيش از باز شدن كليد جريان ) 1: (به اين نكات توجه كنيد 

0A  مي دانيم ) 86-16(از معادله ) 2(است، و+= ot   جريـان درL2 ,  L1   برابـرA6  اسـت .

پـس  . تغيير ناگهاني دارد A6به  0Aو از  A6به  A10به ترتيب از  L2 ,  L1بنابراين جريان در 

بـا  . كـاهش مـي يابـد    A 4به صورت نمايي به مقدار نهـايي   A6از آن جريان از مقدار اوليه 

در  i2و  i1اي منحنيه ـ. خواهد بـود  A4يا  25/100توجه به مدار نيز مقدار نهايي جريان برابر 

  .آمده است 29-16شكل 

چگونه مي توان هماهنگي اين جهشهاي ناگهـاني جريـان القـاگر را بـا رفتـار واقعـي مـدار        

هـر  . بررسي كرد؟ نخست مي دانيم كه باز شدن كليد باعث متوالي شدن دو القاگر مي شـود 

قاً به حالـت تعـادل   دقي H2–بايد با ولتاژ ضربه دو سر القاگر  H3–ولتاژ ضربة دو سر القاگر 



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com ٣٥

بنا به قانون فاراد ولتـاژ القـايي   . برسد زيرا جمع ولتاژهاي ضربه حول مسير بسته صفر است

)dt/d(. متناسب با تغيير حلقه زني شار است λ=ν  .     بنابراين در ايـن مـدار متـوالي تغييـر

بلافاصله قبـل و بعـد    به ديگر سخن كل حلقه زني شار. حلقه زني شار بايد برابر صفر باشد

  در اين مدار، حلقه زني شار پيش از كليدزني برابر است با . از كليد زني يكسان است

30021032211    و بر دور     ) 16-87( =+=+=λ )()(iiL  

  پس از كليدزني داريم 

)16-88(            )o(i)o(i)LL( ++ =+=λ 521  

  داريم ) 88-16(و ) 87-16(با توجه به معادله هاي 

)16-89(          A/)o(i 6530 ==+  

  

  

  

  

  

  

  tبرحسب  27- 16منحني جريانهاي القاگرهاي مدار شكل :  29-16شكل 

  .با اصل بقاي حلقه زني شار سازگار است)] 86-16(معادله [ iبنابراين جواب 

را بررسـي   t(δ12(مـي پـردازيم، نخسـت جملـه     ) 84-16(حال به بررسي صحت معادلـه  

otدر  A 6به  oاز  i2جهش ناگهاني . نيمك مي  i2در مشـتق   t(δ 6(تابعي ضربه با شدت  ، =
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مـي   H2–در القـاگر   t(δ 12(باعث پديد آمدن ولتـاژ   i2اين ضربه در مشتق . پديد مي آورد

<+در . شود ot,dt/di2  برابرs/Ae t510   چنين است oνاست؛ بنابراين ولتاژ  −−

)16-90(      )e()e( tt
o

55 1022415 −− −++=ν  

V)t(u)e( t51060 −+=  

اسـت، بنـابراين معادلـه    ) 84-16(همان دو جمله آخر سمت چپ معادلـه  ) 90-16(معادله 

  .با رفتار معلوم مدار سازگار است) 16-84(

ايـن افـت باعـث    . بررسـي كـرد   A 6به  A10را از  i1توان افت ناگهاني جريان  همچنين مي

شـامل ضـربه    L1بنـابراين ولتـاژ دو سـر    . مـي شـود   i1در مشتق  -t(δ4(پديد آمدن ضربة 

)t(δ12- اين ضربه دقيقاً با ضربه . در مبدأ استL2    اي خنثي مي شـود زيـرا جمـع ولتاژه ـ

  .ضربه حول مسير بسته صفر است

مثال سوم در مورد چگونگي توليد پاسخ به ضربه در اثر عمل قطع و وصل كليـد بـه كمـك    

. كليد پـيش از بـاز شـدن مـدتها بسـته بـوده اسـت       . نشان داده مي شود 30-16مدار شكل 

 ـ  H1–و  H2–آمده است جريان اوليه در القاگرهاي  30-16همانگونه كه درشكل  ب بـه ترتي

A6  وA24 براي بدست آوردن . استν  ،i1  وi2    نخست بايد مدار هم ارز حـوزة بسـامدي

  .آمده است 31-16را به دست آورد كه نتيجة آن در شكل 

  :يك معادله ولتاژ گره مي نويسيم  Vبراي بدست آوردن 
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)16-91(              o
s

V

s

V
=

+
+

+
+
+

5
24

202
12  

  .داريم Vبرحسب ) 91-16(از حل معادله 

  

  

  

  مداري كه پاسخ ضربه اي دارد : 30-16شكل 

  

  

  

  

  sدر حوزه  30-16مدار هم ارز مدار شكل :  31-16شكل 

)16-92(        
)/(s

)s(
V

325
920

+
+

−=  

  كنيم تابعي گويا و ناسره است صورت را بر مخرج تقسيم مي) 92-16(از آنجا كه معادلة 

)16-93(        
325

340
20

/s

/
V

+
−−=  

  چنين است) 93-16(تبديل عكس معادله 

)16-94(          )t(ue)t()t(
t)/( 325

3
40

20 −−δ−=ν  

  .چنين اند I2و  I1جريانهاي 
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)16-95(    
)/(ss)]/(s)[s(
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s

V
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  و 

)16-96(    
)/(ss)]/(s)[s(

)s(

s

V
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  .چنين به دست مي آيند i2 , i1روابط 

)16-97(              A)t(uei
t)/( 325

1 4 −−=  

)16-98(          A)t(uei t)/( 325
2 4 −=  

otاولا مي دانيم كـه در  . حال بايد هماهنگي نتايج را با عملكرد واقعي مدار بررسي كنيم > 

21داريم  tt ثانياً مي دانيم كـه وقتـي   . اين نتيجه با قانون جريان كيرشهف سازگار است.  =−

حـال  . جهـد  مـي + A4به + A24از  i2و جريان  -A4به +  A6از  i1كليد را مي بنديم جريان 

انـد،   از آنجا كـه دو القـاگر مـوازي   . ميتوان ثابت كرد كه اين تغييرات ناگهاني صحيح هستند

  تغيير حلقه زني شار آنها بايد در شاخه ها يكي باشد؛ يعني داريم 

)16-99(          2211 LiLi ∆=∆  

  رشهف داريمبنا به قانون جريان كي

)16-100(          oi)o(ii)o(i =∆++∆+ −−
2211  

HLبا قراردادن مقادير عددي  21 =  ،HL 12 =  ،A)o(i 61 A)o(iو  = 242 در معادلـه   −=

  .چنين به دست مي آيند ∆2iو  ∆1i، ) 100-16(و ) 99-16(هاي 

)16-101(          Ai 101 −=∆  
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)16-102(          Ai 202 −=∆  

12كه به ترتيب با جهشهاي اوليه  i,i سازگارند.  

باعـث بوجـود آمـدن ضـربة      -A4به +  A6 از  i1بالاخره مي دانيم كه افقت ناگهاني جريان 

)t(δ10-  در مشتق جريانi1 همچنين تغيير ناگهاني جريـان  . مي شودi2  ازA24 +  بـهA4 +

  :بنابراين در لحظة زدن كليد داريم . بوجود مي آورد i2را در مشتق  -t(δ 20(ضربه 

)16-103(        )t(
dt

di
L

dt

di
L δ−== 202

2
1

1  

سـازگار  ) 94-16(يعني با معادلـه   νواب آمده است با ج) 103-16(نتيجه اي كه در معادلة 

  .است

دومين نوع مدارهاي شامل تابع ضربه، مدارهايي هستند كه منبع تحريـك آنهـا تـابع ضـربه     

هرگاه منبع مداري تابعي ضربه باشد، ناگهان مقدار معينـي انـرژي بـه سيسـتم اعمـال      . است

وقتـي  . است كه با چكش بـه آن ضـربه مـي زنـيم    مشابه مكانيكي اين سيستم زنگي . ميشود

انرژي به زنگ منتقل مي شود پاسخ طبيعي اين زنگ نواي صداي منتشر شـده و عمـر آن را   

  .تعيين مي كند

ولت ثانيـه   Voدر اين مدار منبع ولتاژي ضربه با شدت . را در نظر بگيريد 32-16مدار شكل 

در لحظه اعمال منبع ولتاژ انـرژي  . ي شودبه تركيب متوالي يك خازن و يك القا گر اعمال م

  .اوليه در القاگر و در نتيجه جريان اوليه صفر است
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  .كه با منبع ولتاژ ضربه تحريك مي شود RLيك مدار  32.16شكل 

 Lافت ولتاژي نخواهيم داشت و منبع ولتـاژ ضـربه مسـتقيماً بـه دو سـر       Rيعني در دو سر 

مقدار جريان . سر القاگرها جريان لحظه اي پديد مي آورد ولتاژ ضربه در دو. اعمال مي شود

  .را مي توان از معادلة انتگرالي زير به دست آورد

)16-104(        ∫ δ= t
o o dx)x(V

L
i

1  

  .چنين به دست مي آيد) 104-16(به كمك خاصيت غربالي توابع ضربه از معادله 

)16-105(          A
L

V
)o(i o=+ 

حظه اي بينهايت كوچك، منبـع ولتـاژ ضـربه انـرژي زيـر را در القـاگر ذخيـره        بنابراين در ل

  .سازد مي

)16-106(            J
L

V
)

L

V
(Lw oo

2
2

2
1

2
1

==  

  .مطابق رابطة پاسخ طبيعي زير به صفر مي رسد Vo/Lحال جريان 

)16-107(          )t(ue
L

V
i /to τ−=  

نها با منبعي ضربه تحريك شود، پاسخ هميشـه پاسـخ   هر گاه مداري ت.  R/L=τكه در آن 

  .طبيعي مدار است
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هـم ارز  . را مي توان مستقيماً به كمك روش تبديل لاپلاس به دست آورد) 107-16(معادله 

 33-16آمده است بـا توجـه بـه شـكل      33-16در شكل  32-16حوزة بسامدي مدار شكل 

  :داريم

)16-108(        
L/Rs

L/V

sLR

V
I oo

+
=

+
=  

  

  

  

  

  sدر حوزه  322-16مدار هم ارز مدار شكل :  33-16شكل 

t(ue(                              كه از آن داريم
L

V
e

L

V
i /tot)L/R(o τ−− ==  

≤+مشاهده مي شود كه روش تبديل لاپلاس در  ot  جواب صحيحي ازi به دست ميدهد.  

اخلي و ضربه هاي خارجي همزمـان بـه   سرانجام حالتي را بررسي مي كنيم كه ضربه هاي د

اگر در ساختن مـدار هـم ارز حـوزة بسـامدي جريانهـاي القاگرهـا و       . مدار اعمال مي شوند

=−ولتاژهاي خازنها در  ot   منظور شوند و ضربه هاي اعمالي به صورت تبديل شده ظـاهر

≤+روش تبديل لاپلاس خـود بـه خـود جـواب صـحيح در      . شده باشند ot    را بـه دسـت

  .دهد مي

 50برابـر   t(δ50(را در نظر بگيريد كه در آن منبع ولتاژ ضربه  27-16براي مثال مدار شكل 

  .به دست مي آيد 35-16به كمك اين مقادير مدار هم ارز حوزة بسامدي شكل . است



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com ٤٢

  :چنين است  Iرابطة 

)16-110 (                    
)s(sss

)s/(
I

5
20

5
16

525
3010050

+
+

+
=

+
++

=  

5
44

5
16

+
−+

+
=

sss
  

ss

4
5

12
+

+
=  

  

  

  

  

  .متوالي شده است V100–كه در آن منبع ولتاژ ضربه با منبع  27- 16مدار شكل :  34-16شكل 

  

  

  

  

  sدر حوزه  34- 16مدار هم ارز شكل :  35-16شكل 

  :كه از آن داريم 

)16-111(        A)t(u)e()t(i t 412 5 += −  

  :چنين است  Voرابطه 

)16-112(              
)s(s

),s(

s

),s(
I)s(Vo 5

5740
5
5732

215
+
+

+
+
+

=+=  
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5
2060

5
52

132
+

−+
+

+=
ss

)
s

,
(  

ss

60
5

60
32 +

+
+=  

  كه از آن داريم

)16-113(          V)t(u)e)t( t
o 606032 5 ++δ=ν −  

  .اكنون به آزمون نتايج به دست آمده و هماهنگي آنها با عملكرد مدار مي پردازيم

=+در  L2 , L1جريان ) 111-16(دله بنا به معا ot  برابرA 16  مانند حالت قبـل بـاز   . است

 A6بـه   oاز  I2كاهش و جريـان   A6به  A 10ناگهان از  i1شدن كليد باعث مي شود جريان 

بـه وجـود مـي آورد     L2 , L1در  A10از طرفي منبع ولتاژ ضربه جرياني برابـر  . افزايش يابد

  يعني

)16-114 (      ∫ =δ
+

= t
o

Adx)x(
)(

i 1050
23

1  

  

  

  

  

  

  

  

  tبرحسب  34- 16منحني جريانهاي القاگرهاي مدار شكل :  36-16شكل 
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افـزايش خواهـد    A16بـه   oاز  i2و در جريـان   A 16بـه   A 10از  i1بنابراين ناگهان جريان 

همچنـين   36-16در شكل  Iو  i2 , i1منحني جريانهاي . است A4برابر  Iمقدار نهايي . داشت

را مي تـوان بـدون اسـتفاده از اصـل      i2 , i1شايان توجه است كه تغييرات ناگهاني جريانهاي 

و ) H3( L1در اين مدار مجموع ولتاژهاي ضربه دو سر . به دست آورد) جمع آثار(برهمنهي 

L2  وH)2 ( برابر)t(δ50 يعنـي  . باشـد  50بنابراين تغيير حلقه زنـي شـار بايـد برابـر     . است

  :داريم

)16-115(        5021 =λ∆+λ∆  

  را مي توان چنين نوشت) 115-16(، معادله  Li=λاز آنجا كه داريم 

)16-116(          5023 21 =∆+∆ ii  

  بايد برابر باشند داريم i2 , i1اما از آنجا كه پس از كليدزني 

)16-117(        2211 i)o(ii)o(i ∆+=∆+ −−  

  بنابراين داريم 

)16-118(          2110 ioi ∆+=∆+  

  داريم ∆2iو  ∆1iنسبت به  ) 118-16(و ) 116-16(از حل معادله هاي 

)16-119(          Ai 61 =∆  

  و

)16-120(          Ai 162 =∆  
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  .به دست آمده قبلي سازگارند كه با مقادير

. هستند t=oشامل ضربه در   i2 , i1نيز مي توان ديد كه مشتقهاي جريانهاي  36-16از معادله 

بـه ترتيـب در    i2 , i1دارد، مشـتقهاي   t(δ 16(ضـربه   i2و مشـتق   δ 6)t(ضـربه   i1مشـتق  

  .ده اندآم) ب(و ) الف ( 37-16شكلهاي 

 di2/dtبا ايـن واقعيـت كـه     t(δ 32(مولفه ضربه . باز مي گرديم) 113-16(اكنون به معادله 

te+ 60عبارت . در مبدأ دارد سازگار است t(δ 16(ضربه اي برابر  نيز با اين واقعيت  60 −5

<+سازگار است كه  ot داريم  

dt

di
io 215 +=ν  

ايجـاد   L1را دو سر  t(δ 18(يا ) t(δ 6 )3(ولتاژ ضربة  di1/dtبا توجه به اينكه مؤلفه ضربه 

 t(δ 50( برابـر  L2دو سـر   δ 32)t(جمع ايـن ولتـاژ و ولتـاژ    . مي كند مي توان آنرا آزمود

  .بنابراين جمع جبري ولتاژهاي ضربه حول حلقه براربر صفر است.است

به كمك تبـديل  . بحث درباره توابع ضربه در تحليل مدار را مي توان اين چنين خلاصه كرد

لاپلاس مي توان جريانها و ولتاژهاي ضربه ناشي از قطع و وصل كليـد را دقيقـاً بـه دسـت     

=−وط بر اينكه در مدارهاي هم ارز حـوزة بسـامدي شـرايط اوليـه در     آورد مشر ot   يعنـي

همچنـين بـه كمـك تبـديل     . شرايطي كه پيش از كليدزني در مدار برقرار است منظور شـود 

لاپلاس مي توان پاسخ تحريك ضربه را به دست آورد مشروط بر اينكه در مدارهاي هم ارز 

  .اي منابع تبديل شدة آنها را قرار دهيمحوزة بسامدي به ج
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  i2 , i1منحني مشتقهاي :  37-16شكل 

  

  خلاصه 16-6

هدف ما در اين فصل اين بود كه عمدتاًبه كمك مثال نشان دهيم كـه چگونـه مـي تـوان بـا      

  .فشرده را به دست آورد –استفاده از تبديل لاپلاس پاسخ گذاري مدارهاي خطي پارامتر 

تبديل كنيم روش تبديل لاپلاس بسيار ساده  sر مورد تحليل را مستقيماً به حوزه چنانچه مدا

  .خواهد شد

بسامدي شامل منابع مستقل ولتاژ و جريان است كه براي بـه حسـاب    مدارهاي هم ارز حوزة

قـوانين كيرشـهف بـراي    . آوردن ولتاژ اوليه خازن و جريان اوليه القـاگر منظـور مـي شـوند    

رابطـة ولتـاژ و جريـان پايانـه هـاي      . به قوت خود بـاقي اسـت   sاي حوزه جريانها و ولتاژه

و منبـع مسـتقلي كـه بـراي     ) امپـدانس (عناصرغيرفعال را هميشه مي توان به كمك پاگيرايي 

چنانچه شرايط اوليه صفر باشند اين رابطه همان . شرايط اوليه منظور مي شود به دست آورد

 sاز آنجا كه اين قوانين بنيـادي در حـوزه   . خواهد بود V=Z(s) Iيعني  sقانون اهم در حوزه 
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ميتوان از روشهاي تحليل مدار كه در مورد مدارهاي مقاومتي بـا مـدارهاي    قابل اجرا هستند،

  .حوزة فازبرداري به كار مي رفتند استفاده كرد

توابع ضربه موجود در مدار يا ناشي از عمل قطع و وصل كليد هستند يـا از مشخصـه هـاي    

روش تبديل لاپلاس دقيقاً ايجاد پاسخ ضربه را پيش بينـي مـي كنـد و    . بع تحريك مدارندمن

اين توانايي تطبيق با توابع ضـربه از  . پاسخ به منبع تحريك ضربه را به درستي نشان مي دهد

براي بررسي صحت نتايج در مدارهايي كه در آنهـا  . مزاياي ممتاز روش تبديل لاپلاس است

روي مي دهد و نيز بررسي سازگاري اين نتايج با عملكرد مـدار، اسـتفاده از   فرايند كليدزني 

اصل بقاي بار در مدارهاي ظرفيتي و از اصـل بقـاي حلقـه زنـي شـار در مـدارهاي القـايي        

  .سودمند است
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  تابع تبديل و انتگرال كانولوشن -17-5

و  [x(t)]و ورودي  يك مدار خطي نـامتغير بـا زمـان    [y (t)]انتگرال كانولوشن ميان خروجي 

معادلـه انتگـرال را بـه دو صـورت زيـر      . رابطه اي برقرار مي سازد [h (t)]پاسخ ضربة مدار 

  :ميتوان نوشت 

)17-29(      ∫ ∫ λλλ−=λλ−λ= ∞
∞−

∞
∞− d)(x)t(hd)t(x)(h)t(y  

 h (t)و  x (t)نخست آنكه در مـواقعي كـه   . انتگرال كانولوشن به چند دليل مورد توجه است

. معلوم باشند، ميتوان مدار را كاملا در حوزة زمان تحليل كرد تنها از طريق داده هايي تجربي

چنانچه مبناي محاسبات داده هاي تجربي باشد، استفاده از روش لاپـلاس سـخت يـا حتـي     

دوم، به كمك انتگرال كانولوشن با مفاهيم حافظه و تابع تـوزين در تحليـل   . غيرممكن است

ونه مفهوم حافظه به ما امكان مي دهد كه بـا  نشان خواهيم داد كه چگ. مدارها آشنا مي شويم

، تا حدي پيش كنيم كه شكل موج خروجي چقدر  h (t)) يا تابع توزين(نظر بر پاسخ ضربه 

بالاخره، انتگرال كانولوشن روشـي مـنظم فـراهم مـي     . از شكل موج ووردي تبعيت مي كند

لاس را بـه دسـت   آورد كه به كمك آن مي توان تبديل عكس حاصلضربهاي چند تبديل لاپ

  .آورد

از . با اين فرض به دست آمده است كه مدار خطي و نا متغير با زمان باشـد ) 29-17(معادله 

آنجا كه مدار خطي است، اصل برهمنهي در مورد آن معتبر است و از آنجا كه مدار نامتغير با 

با توجه بـه  . زمان است، پاسخ به ورودي تأخيردار، تأخيري درست برابر تأخير ورودي دارد
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مشخص  شـده اسـت    h (t)بلوكي كه با . را در نظر بگيريد 11-17اين مطالب نمودار شكل 

سـيگنال   x (t)مي تواند هر مدار خطي نامتغير با زماني باشد كه پاسخ ضربه آن معلوم اسـت  

  .سيگنال خروجي مطلوب است y (t)تحريك و 

  

  

  نمودار بلوكي يك مدار كلي:  11-17شكل 

براي سـادگي تحليـل   . است) الف( 12-17، سيگنال تحريك كلي شكل   X (T) فرض كنيد

>−در  x (t)فرض مي كنيم  ot پس از اينكه انتگرال كانولوشن را با ايـن  . [برابر صفر است

>−در  x (t)فرض كه  ot        ـ  ع صفر است بـه دسـت آوريـم، ميتـوان ايـن انتگـرال را بـه تواب

در مبـدأ ناپيوسـته    x (t)توجه كنيد كـه  ]. تحريكي كه شامل تمام زمانها مي شوند تعميم داد

oاست يعني در فاصله 
oتا   -

  .داراي جهش است +
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) با رشته از پالسها ج  x (t)تقريب زدن ) سيگنال تحريكي كلي ب) ، الف  x (t)سيگنال تحريك :  12-17شكل 

  رشته اي از ضربه ها با x (t)تقريب زدن 
  

را با رشته اي از پالسهاي چهارگوش، كه پهناي همگي  x (t) ) ب( 12-17حال مطابق شكل 

  بنابراين داريم . است، تقريب مي زنيم ∆λآنها 

)17-30(          ...)t(x...)t(x)t(x)t(x io ++++= 1  

x)(برابـر   λi+1و  iλپالسي چهارگوش است كه بين  xI(t)كه در آن  iλ    و خـارج آن صـفر

  ام را مي توان برحسب توابع پله چنين نوشت iيادآور مي شود كه پالس . (است

)]}(t[u)t(u{)(x)t(x( iiii λ∆+λ−−λ−λ=  
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ام  iكه بتوان مؤلفـة  را آنقدر كوچك كنيم  ∆λاين است كه  x (t)مرحله بعد در تقريب زدن 

λ∆ )(xرا با تابع ضربه اي به شدت  iλ آمـده  ) ج( 12-17ضربه هـا در شـكل   . تقريب زد

به صورت  x (t)نمايش . شدت هر ضربه در مقابل پيكان آن در درون كروشه آمده است. اند

  :ضربه چنين است

)17-31(                      )t()(x)t(x oλ−λδ∆λ= o  

 ...)t()(x...)t()(x ii +λ−λδ∆λ++λ−λδ∆λ+ 11  

,,oكه به ترتيب (را با رشته اي از توابع ضربه نشان داديم  x (t)اكنون كه  λλλ ، واقع اند  12

از جمع رشته اي از پاسخهاي ضـربه   y (t)تابع پاسخ  ،)و فاصله زماني آنها از يكديگر برابرند

شدت هر پاسخ ضـربه بـه شـدت ضـربة تحريـك      . خواهد شدبا تأخيرهاي يكسان تشكيل 

 11-17مثلا فرض كنيد پاسخ ضربه واحد مدار درون جعبه شـكل  . متناظر با آن بستگي دارد

به اين ترتيب جمـع پاسـخهاي ضـربه شـكل     . باشد) الف( 13-17تابع نمايي كاهشي شكل 

  .خواهد بد y (t)تقريبي از ) ب( 17-13

  .است چنين y (t)رابطه تحليلي 

)17-32(    ...)t(h)(x)t(h)(x)t(h)(x)t(y oo +λ−λ∆λ+λ−λ∆λ+λ−λ∆λ= 2211    

...)t(h)(x ii +λ−λ∆λ+  

به سـمت انتگـرال پيوسـته اي     )32-17(حاصل جمع معادله  به سوي صفر ميل كند، ∆λاگر 

  :يعني داريم. ميل خواهد كرد
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)17-33(        ∑ ∫ λλ−λ→λ∆λ−λ
∞

=

∞

oi
oii d)t(h)(x)t(h)(x  

  بنابراين مي توان نوشت

)17-34(        ∫ λλ−λ= ∞
o

d)t(h)(x)t(y  

مـي گيـريم    −∞را ) 34-17(در تمام زمانها وجود داشته باشد، حد پاييني معادله  x)t(اگر 

  و به طور كلي داريم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  ضربهجمع كردن پاسخهاي ) ب 11-17پاسخ ضربة جعبه شكل ) الف:  y (t)تقريب زدن :  13-17شكل 

  

)17-35(        ∫ λλ−λ= ∞
∞− d)t(h)(x)t(y  

شـكل اول انتگـرال كانولوشـن را    . اسـت ) 29-17(كه شكل دوم انتگرال كانولوشن معادلـه  

را برابـر   uبـراي ايـن منظـور    . بـه دسـت آورد  ) 35-17(ميتوان با تغيير متغير انتگرال گيري 
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λ−t گيريم و به اين ترتيب داريم  ميλ−= ddu  و به ازاي∞=λ   داريـم−∞=u   و بـه

  را ميتوان چنين نوشت) 35-17(بنابراين معادله .  u=∞+داريم  λ=∞−ازاي 

∫ −−= −∞
∞ )du)(u(h)ut(x)t(y  

  يا

)17-36(      ∫ −= ∞
∞− du)u(h)ut(x)t(y  

همـان شـكل اول   ) 36-17(تنها نمادي براي انتگـرال گيـري اسـت معادلـه      uاما از آنجا كه 

  .است) 29-17(انتگرال كانولوشن يعني معادلة 

را اغلب با نماد خلاصه شـده  ) 29-17(، يعني معادله  x (t)و  y (t)  ،h(t)رابطه انتگرال ميان 

  .زير نشان مي دهند

)17-37(        )t(h*)t(x)t(x*)t(h)t(y ==  

را ايـن   h (t) * x(t)از اينرو . است x (t)و  h (t)كه در آن ستاره به معني ارتباط انتگرالي ميان 

  رابطة كانولوشن دارد يعني داريم x (t)با  h (t)چنين مي خوانند 

∫ λλ−λ= ∞
∞− d)t(x)(h)t(x*)t(h  

  و داريم رابطة كانولوشن دارد h (t)با  x (t)را اين چنين مي خوانند  x (t) * h (t)اما 

∫ λλ−λ= ∞
∞− d)t(h)(x)t(h*)t(x  
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امـا در كـاربرد   . كلي ترين روابط براي كانولوشن دو تابع اسـت ) 29-17(انتگرالهاي معادله 

  بنـابراين معادلـه   .گرفـت  tانتگرال كانولوشن مي توان حد پـايين را صـفر و حـد بـالايي را     

  را ميتوان چنين نوشت) 17-29(

)17-38(                                ∫ ∫ λλ−λ=λλ−λ= t
o

t
o

d)t(h)(xd)t(x)(h)t(y  

برابـر صـفر    t<0در  h (t)نخست در مدارهاي واقعي . به دو دليل مي توان حدها را تغيير داد

دوم، انـدازه گيـري زمـان از    . يعني پيش از اعمال ضربه ، پاسخ ضربه نخواهيم داشت. است

>−اعمـال مـي شـود؛ بنـابراين در      x (t)لحظه اي آغاز مـي شـود كـه تحريـك      ot   داريـم

o)t(x = .  

در بحث زير در مورد تعبير ترسيمي انتگـرال بـر ملاحظـاتي كـه در مـورد حـدود انتگـرال        

  .كانولوشن داشتيم تأكيد بيشتري خواهد شد

وقتي انتگرالها به عنوان ابزار محاسباتي به كار مي روند تعبيـر ترسـيمي انتگـرال كانولوشـن     

براي اين بحـث  . نخست به تعبير انتگرال اول مي پردازيم. بسيار مهم است) 38-17(له معاد

باشـد و تـابع   ) الـف ( 14-17فرض مي كنيم پاسخ ضربه مدار تـابع نمـايي كاهشـي شـكل     

در هر يـك از ايـن منحنيهـا بـه     . داشته باشد) ب( 14-17تحريك، شكل موجي مانند شكل 

)t(نمايش ترسيمي . يعني نماد انتگرال گيري استفاده شده است λاز  tجاي  λ−   در شـكل

قرار دهيم تابع تحريك روي محور  -λ  ،λچنانچه به جاي . آمده است) د(و ) ج( 17-14

به طـرف راسـت   » تاشده«قرار دهيم اين تابع  λ-  ،λ- tعمودي تا مي شود و اگر به جاي 
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را بـه  ) به معنـي پـيچش  (به خاطر همين عمل تا شدن است كه اصطلاح كانولوشن . لغزد مي

  مساحت زير تـابع حاصلضـرب    y (t)، تابع پاسخ  tبراي هر مقدار مشخصي از . بريم كار مي

) λ -t (x   )λ (h 14-17اين تابع در شكل . است )از همين منحني روشن . آمده است)  هـ

 o<λبـه ازاي  . گرفـت  tاست كه چرا بايد حد پـاييني انتگـرال را صـفر و حـد بـالايي را      

t(x)(h(حاصل ضرب  λ−λ  صفر است زيرا)(h λ  بـه ازاي  . برابر صفر اسـتt<λ   نيـز

t(x)(h(حاصلضرب  λ−λ  صفر است زيرا)t(x λ− برابر صفر است.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

∫نمايش ترسيمي انتگرال كانولوشن :  14-17شكل  λλ−λt
o

d)t(x)(h  :تابع تحريك ) پاسخ ضربه، ب) الف

حاصل ضرب )  واحد ، هـ tتابع تحريك تا شده و جا به جا شده به اندازه ) بع تحريك تا شده د تا) ج 

)t(x)(b λ−λ .  
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توجـه كنيـد كـه    . آمده است 15-17نمايش ترسيمي شكل دوم انتگرال كانولوشن در شكل 

حـد  آمده است قراردادن حـد پـاييني صـفر و    ) هـ (شكل تابع حاصل ضرب كه در قسمت 

  .را تأييد مي كند tبالايي 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

∫نمايش ترسيمي انتگرال كانولوشن  -15-17شكل  λλλ−t
o

d)(x)t(h  :تابع تحريك ، ) پاسخ ضربه ، ب) الف

حاصل ضرب ) واحد ، هـ  tپاسخ ضربة تا شده و جا به جا شده به اندازه ) پاسخ ضربه تا شده ، د ) ج 

)(x)t(h λλ− .  

چگونگي استفاده از انتگرال كانولوشن و پاسخ ضربة واحد براي يـافتن پاسـخ   :  3-17مثال 

  .مدارها را نشان مي دهد

  .آمده است) ب( 16-17در شكل ) الف(  16-17مدار شكل  iνولتاژ تحريك :  3-17مثال 
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  .بيابيد را t(oν(به كمك انتگرال كانولوشن ) الف

stoرا در گسترة  t(oν(منحني ) ب   .رسم كنيد ≥≥15

  

  

  

  ولتاژ تحريك) مدار ، ب ) الف :  3-17مدار و ولتاژ تحريك مثال :  16-17شكل 

نخستين گام در استفاده از انتگرال كانولوشن يـافتن پاسـخ ضـربة واحـد مـدار      ) الف : حل 

. آيـد  به دسـت مـي  ) الف( 16-17از مدار هم ارز حوزة بسامدي مدار شكل  Voرابطة . است

  بنابراين داريم

)(
)s(

V
V i

o 1
1+

=  

  باشد داريم t([δ[(تابع ضربه واحد  iνاگر 

)t(ue)t(h t
o

−==ν  

  بنابراين مي توان نوشت

)(ue)(h λ=λ λ−  
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  3- 17پاسخ ضربه و تابع تحريك تا شده مثال :  17-17شكل 

پاسـخ ضـربه و تـابع تحريـك     ) 38-17(به كمك شكل اول انتگرال كانولوشن يعني معادله 

ايـن توابـع در انتخـاب حـدود     . آمده انـد  17-17تاشده را به دست مي آوريم كه در شكل 

چنانچه تـابع تحريـك تـا شـده را بـه       مشاهده مي شود كه. انتگرال كانولوشن بسيار مفيدند

510510راست بلغزانيم بايد انتگرال را در سه فاصله  ≤≤≤≤∞≤≤ to,t,t محاسبه كرد .

  .ثانيه به دست ميدهد 10و  5و  0اين نقاط شكست را نقاط شكست تابع تحريك يعني 

آمـده   18-17وضعيت قرارگرفتن تابع تحريك تا شده در هر يك از اين سه فاصله در شكل 

≥≥5در فاصله زماني  iνرابطه . است to چنين است.  

)sto( 5≤≤    t4  =iν  

ttپس رابطه تحليلي تابع تحريك تا شده در فاصله  ≤λ≤−5 چنين است  

)tt()t()t(i ≤λ≤−λ−=λ−ν 54  

  را به دست آورده داريم t(oν(ان سه رابطة انتگرال اكنون مي تو

stoبه ازاي  5≤≤       ،∫ −+=λλ−=ν −λ−t
o

t
o V)te(de)t( 144  
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t(i(جابجايي :  18-17شكل  λ−ν در سه فاصله زماني مختلف 

  t(oν(مقادير عددي :  1-17جدول 

t  
oν  t  

oν  t  
oν  

 7و  35 11 18و  54 6 1و 47 1

  2و  70  12  19و  56  7  4و  54  2

  0و  99  13  19و  80  8  8و  20  3

  0و  37  14  19و  93  9  12و  07  4

  0و  13  15  19و  97  10  16و  03  5

  

stبه ازاي  105 ≤≤ ،        ∫ ∫ λλ−+λ=ν −
−

λ−λ−5
5420t

o
t
to de)t(de  

V]ee[ )t(t 554 −−− ++=  
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≥≥∞به ازاي  ts10        ∫ λλ−+λ∫=ν −
λ−−

−
λ− t

t
t
to de)t(de 5

5
10 420  

V]eee[ )t()t(t 105 54 −−−−− +−=  

در فواصل زماني يك ثانيه اي محاسبه شـده و نتـايج آن    t(oν(به كمك معادله تقريبي ) ب

  .ديده مي شود 19-17ه است و منحني آن نيز در شكل آمد 1-17درجدول 

در آغاز اين بخش گفته شد كه به كمك انتگرال كانولوشن با مفاهيم حافظه و تابع توزين در 

اين مفاهيم را مي توان به سـادگي از نمـايش ترسـيمي انتگـرال     . تحليل مدار آشنا مي شويم

تحريك بر روي يـك مقيـاس زمـاني كـه     وقتي تا كردن و لغزاندن تابع . كانولوشن دريافت 

گذشته، اكنون و آينده را مشخص مي سازد ديده شود، مفاهيم حافظه و تابع تـوزين آشـكار   

حـول آن تـا مـي شـود      x (t)درا ين مقياس زماني محور عمودي كه تابع تحريك . مي شود

محـور  ، و سمت چپ  x (t)، سمت راست محور عمودي مقادير گذشته  x (t)مقادير كنوني 

بـه   3-17تابع تحريـك مثـال    20-17در شكل . را نشان مي دهد x (t)عمودي مقادير آينده 

  .صورت فوق نمايش داده شده است

t(x(هرگاه وضعيت گذشته، اكنـون و آينـده    τ−        ،را بـا پاسـخ ضـربة مـدار تركيـب كنـيم

مـثلا بـا   . و گذشته توزن مـي كنـد   را بر مبناي مقادير كنوني x (t)يابيم كه پاسخ ضربه  درمي

نسـبت   x (t)به مقدار گذشته  3-17در مي يابيم كه پاسخ ضربه مثال  18-17توجه به شكل 

به ديگر سخن مدار از مقادير گذشـته ورودي،  . وزن كمتري مي بخشد x (t)به مقدار كنوني 

  . كمتر و كمتر به ياد مي آورد
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  17.3مربوط به مثال پاسخ ولتاژ بر حسب زمان  19.17شكل

  

  

  

  مقادير گذشته، اكنون، و آيندة تابع تحريك 20.17شكل 

) s  10> tيعني در(وقتي مدار كنوني ورودي صفر است 19-17مثلا توجه كنيد كه در شكل 

oν به عبارت ديگر از آنجا كه مقـدار كنـوني ورودي   . چقدر سريع به صفر نزديك مي شود

تري از مقادير گذشته ورودي دريافت مي كند خروجي سريع به سمت مقدار كنوني وزن بيش

  .ورودي ميل مي كند

t(x(به خاطر ضرب  λ−  در)(h λ  در . نامنـد  است كه پاسخ ضربه را تابع وزن ده مدار مـي

مثلا اگـر پاسـخ   . مي شودعين حال تابع وزن ده برحسب اينكه چقدر حافظه دارد، توصيف 

هموار باشد، در اين صورت به تمام مقـادير  ) الف( 21-17ضربه يا تابع وزن ده مانند شكل 

x (t) از طـرف  . چنين مداري حافظه اي كامـل دارد . گذشته و اكنون ، وزن يكساني مي دهد
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وزني  x (t)تابع ضربه باشد، به مقادير گذشته ) ب( 21-17ديگر اگر پاسخ ضربه مانند شكل 

  .دهد نمي

حال به اين نكته مهم اشاره مي كنيم كه هر چه مداري حافظة . چنين مداري حافظه اي ندارد

بيشتري داشته باشد بين شكل موج تابع تحريك و شكل موج تابع پاسخ اعوجـاج بيشـتري   

  .وجود دارد

  

  

  

  بدون حافظه) حافظه كامل ، ب) توابع وزن ده ، الف :  21-17شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  3-17شكل موجهاي ورودي و خروجي مثال :  22-17شكل 

در ايـن  . ساده ترين راه اثبات اين مطلب اين است كه فرض كنيم مدار بدون حافظـه اسـت  

t(A)t(h(حالت داريم  δ= و بنابراين با استفاده از انتگرال كانولوشن داريم.  
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∫ λλ−λ= t
o

d)t(x)(h)t(y  

∫ λλ−λδ= t
o

d)t(x)(A  

)t(Ax=        )17-39(  

در مي يابيم كه اگر مداري حافظه نداشته باشد، خروجـي تغييـر مقيـاس    ) 39-17(از معادله 

  .يافتة ورودي است

تشريح  3-17اعوجاج ميان ورودي و خروجي در مداري كه حافظه دارد به كمك مدار مثال 

وجي بر روي يك دستگاه محورهـا  شكل موجهاي ورودي و خر 22-17در شكل . مي شود

    .رسم شده اند و اعوجاج آشكار است
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  : مراجع 

 دكتر ي ترجمه ، ( دوم جلد ) ها شبكه و مدارها اساسي نظريه ، دسور چارلز و كوه ارنست

  .تهران انتشارات دانشگاه ، مارالاني دار جبه پرويز

 بخش )ها شبكه قطبي ندچ سازي مشخص اساس بر حالت ،معادلات دولتشاهي بهمن دكتر

  .تهران فني دانشگاه دانشكده ، درسي متن ، (اول

 بخش (شبكه ها   قطبي چند سازي مشخص اساس بر حالت ،معادلات دولتشاهي بهمن دكتر

  .تهران دانشگاه فني دانشكده ، درسي متن ، )دوم

كافي ، مركز ي جيمز ويليام نيلسون  ، ترجمه علي  كتاب تحليل مدارهاي الكتريكي ، نوشته

  .نشر دانشگاهي تهران 

مقاله مشترك مهدي رباني و آرش حجام در هفتمين كنفرانس دانشجويي مهندسي برق ايران 

  .دانشگاه خواجه نصيرالدين طوسي –

 

 P.M. DeRusso et al, State Variables for Engineers, Wiley, 1965, pp.330 and 

382. 

Robert R.Boyd , A Simplified Algorithm for State Space Circuit Analysis 

,TechOnline.com 

Robert R.Boyd ,The DC Superposition Method of Analog Circuit Analysis 

,MathWorks.com 
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