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 درون يابي:

ــد   ــرض كني ــد   n+1ف ــايز مانن ــه متم نقط
0
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1 ,,
y

x

y

x

y

x

n

n  در

را مي خواهيد چنان پيدا كنيم كه از تمامي اين نقاط عبـور   fصفحه مفروضند، تابع 

)(كند. يعني  iii xfyf را براي نقـاط ديگـر    xf)(و همچنين مي خواهيم  ==

  بر آورد كنيم.

1210فرض مي كنيم  ... +<<<<< nn xxxxx  نقاط از كوچك به بزرگ شده

],[باشد و  0 nxxxε  به طوري كهixx را  xf)(در اين صورت مساله تخمـين   ≠

  درون يابي مي نامند.

شود يعنـي تـابع    ا بررسي ميدر اين فصل تنها درون يابي به وسيله چند جمله اي ه

f  را يك تابع چند جمله مانند)(xPn    كه يك چند جمله اي بـه درجـهn   در نظـر

  مي گيريم.

مي دانيم از نقطه متمايز يك خط مي گذرد از سه نقطه متمـايز يـك سـهمي مـي     

 عبور مي nنقطه متمايز يك چند جمله درجه  n+1به همين ترتيب از  …گذرد و 

  كند.

در روش زير كه به روش لاگرانژ معروف است راهي براي رسيدن به اين چند جملـه  

  اي مطرح مي كند.
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  روش لاگرانژ

ــه    ــراي دو نقطـــ ــاده بـــ ــت ســـ در حالـــ
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را  xnp)(د امدن اين ايده براي لاگرانژ كه چند جملـه اي  نتيجه فوق باعث به وجو

 شود كه: تعميمي از حالت بالا درنظر بگيرد. ثابت مي

وجود دارد به طـوري كـه    xnp)(مانند nفقط يك چند جمله اي حداكثر از درجه 

ii fxP =)( )1 (),...,1,0( ni =   

)()()(...)(رض كنيد ف 1100 xLfxLfxLfxP nn+++=  در اين صورت شرط

  ) برقرار خواهد بود هرگاه:1(
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jiاز معادله  xLi)(براي تعيين  ≠ : 

nill xxxxxx ,....,,,,...,, 11110  nمي باشد. كه يك  چنـد جملـه اي درجـه     −−+

)(1است و چون بايد  =ii xL  0با قراردادنx    بـه جـايx     در عبـارت اخيـر بايـد

  داشته باشيم:

  

ــه اي  چندجملــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

لانگرانژ
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يك چند جمله اي به دست مي آيد كـه در   2و استفاده از رابطه  xLi)(با محاسبه 

 شود اين چند جمله اي منحصر به فرد است. ابت مي) صدق مي كند و ث1(

 f−)5.0(مثال: چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را به دست آوريـد و   -

  را تخمين بزنيد.

ix  بين اين نقاط 0 1- 2- 

-0.5∈(-2,0) if  3 1 1 

 0=i  1=i  2=i  

 

)()()()( 221100 xLfxLfxLfxP ++=  

2)01)(21(

)0)(2(

))((

))((
)(

2

2010

21
0

xxxx

xxxx

xxxx
xL

+
=

−−+−
−+

=
−−
−−

=  

 



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com  ٥٧

2
2

3

)01)(21(

)0)(2(

))((

))((
)(

2

2101

20
1 +

+
=

−−+−
++

=
−−
−−

=
xxxx

xxxx

xxxx
xL  

 

[ ]

1
2

3

2

1
2

2

3

2

3

2

23
1)2(1

2
3)(

22
2

2
2

2

++=−−+=

++
×++−+













 +
=⇒

xxxxx
x

xx
xx

xx
xP

 

  

1)( 2 ++= xxxP  
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1)5.0()5.0()5.0( 2
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)()()(1ضمناً:  210 =++ xLxLxL  

  شود: لي نيز ثابت ميتوجه: در حالت ك
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 مثال: چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را پيدا كنيد: -

ix  -2 -1 0 2 

if  3 1 1 7 

 

)()()()()( 33221100 xLfxLfxLfxLfxP +++=  
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چون نقطه 
7

2
)(1داشتيم  2كه در مثال   2 ++= xxxP    نقطه اي بـود كـه در

) صدق نمي كرد لذا چند جمله اي حاصل همان چند جملـه  1چند جمله اي مثال (

 نشد. 3) گرديد و چند جمله اي درجه 1مثال (

) تقريبـاً  1همان طور كه ديديم با اضافه كردن يك نقطه به جـدول شـماره (   توجه:

تكرار كرديم بعد روشي را ارائه مـي دهـيم    xp)(همان عمليات را براي پيدا كردن 
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كه تنها با عمليات ساده تري درجه چند جمله اي درون يـاب را تعيـين مـي كنـيم     

ه جدول تابعي چند جملـه اي جديـد بـا اسـتفاده از     بلكه افزودن يك يا چند نقطه ب

  چند جمله اي قبلي محاسبه خواهد شد.

   -تمرين

5.00,7071.045با استفاده از  )1( == oo CosCos    يك چنـد جملـه اي در

جه يك پيدا كنيد كه از اين نقاط بگذرد و بـا توجـه بـه آن مقـدار تقريبـي      

o0Cos ه را با مقدار واقعي را بيابيد سپس  عدد پيدا شدo50Cos  مقايسه

  كرده خطا را تعيين كنيد.  

xyبا به كار بردن درون يابي بـراي تـابع    )2( 4,1در نقـاط  = 10 == xx 

3,3تقريب هايي براي اين تابع در  == xx .به دست آوريد  

  روش تفاضلات تقسيم شده نيوتن:

nxxxفرض كنيد  -تعريف ,...., 1o    نقاطي متمايزند تفاضـلات مرتبـه اول درix  و

1+ix شود. چنين تعريف مي  
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  ix+1و  0xتفاضلات مرتبه اول در 

,....,01در نقاط  nتفاضلات مرتبه  xxxn شود. به صورت زير تعريف مي  
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)()()(مي توان ثابت كرد كه  xRxPxf يعنـي چنـد    xP)(به طـوري كـه    =+

 جمله اي دورن ياب برابر است با:

],....,[))...()((...

],,[))((],[)()(

0110

210101000

nn xxfxxxxxx

xxxfxxxxxxfxxfxP

−−−−++

−−+−+=
 

اي درون ياب  تابع جدولي زير را به روش تفاضلات تقسيم ): چند جمله 1مثال  -

را به جدول اضـافه كـرده و چنـد     2و  7شده نيوتن به دست آوريد سپس نقطه 

 جمله اي درون ياب آن را محاسبه كنيد:

ix  if  ],[ 1+∞ ixxf  ],,[ 210 xxxf  
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1)1)(2()2)(2(3)( 2 +==+++−++= xxxxxxf     (1) 

 

 

ix  2−  1−  0  2  

if  3 1 1 7 
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ix  if  ],[ 1+ii xxf  ,,[ 1+ii xxxf
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0)0)(1)(2()1)(1)(2()2).(2(3)( ×−++++++−++= xxxxxxxP  

1)( 2 ++= xxxP در چند جمله اي قبل صدق ميكند    )7,2(  نقطه

 خطاي چند جمله اي درون ياب:

معمولاً درون يابي براي تقريب توابعي كه كارخهاي عـددي ماننـد مشـتق گيـري و     

انتگرال گيري روي آنها مشكل و غير ممكن اسـت اسـتفاده مـي كنـيم. بـراي ايـن       

],[را كه  xf)(منظور تابع  ba        تعريف شده در نظـر مـي گيـريم ايـن تـابع را بـه

axوسيله نقاط  ,...12و  0= xxbxn قسمت تقسيم مي كنيم سـپس   nبه  =+

عبـور مـي    xnP)(بـه نـام    nنقطه متمايز يك چند جمله اي درجـه   n+1از اين 

چون كارهاي عددي مانند مشـتق گيـري و   xf)(تقريبي است براي  xnP)(دهيم. 

را نسـبت   xnP)(xnP)(انتگرال گيري بسيار ساده است. اگر بخواهيم مقدار خطاي 

nxxxپيدا كنيم، در خور نقاط درون يابي يعني  xf)(به  ,...,, واضح است كـه   10

ا زاين  نقاط  xnP)(و هم  xf)(مقدار خطاي ان در خود نقاط صفر است. زيرا هم 

را پيـدا   xnP)(و هـم   xf)(مي گذرد. اما اگر در نقطه اي غير اين نقاط بخـواهيم  

كنيم جواب ما داراي خطاست. با استفاده از قضيه زير ايـن خطـا را بـه دسـت مـي      

  آوريم.
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],[بر  fفرض كنيد تابع  -قضيه 0 nxx   تعريف شده اسـت و)(xnP    چنـد جملـه

باشـد كـه از ايـن نقـاط مـي گـذرد و        xnP)(به فرد حـداكثر از درجـه    اي منحصر

)1(
)(
+nf

x
f  بر بازده فوق موجود باشد. در اين صورت براي هرx  درnxx   داريم: 0,

),(,
)!1(

))....(()()( 0

)1(
)(

0 n

n
c

n xxC
n

f
xxxxxPxf ∈∃

+
−−=−
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مشكل است لذا اگر بتوان كـران بـالايي    Cدر عمل چون پيدا كردن مقدار 

)1(براي 
)(
+n

x
f   ًحساب كنيم، مثلاMf

n
x

≤+ )1(
 آن گاه داريم: )(

)!1(

|))...()((|
|)()(| 10

+
−−−

≤−
n

Mxxxxxx
xPxf n  

) تـابع  1مثال: با اسـتفاده از درون يـابي خطـي (يعنـي چنـد جملـه اي درجـه         -

xxf ln)( ــا = ــدار  را درون ي ــد ســپس مق ــرده  16.3lnبي كني ــين ك را تعي

ــدانيم     ــاه ب ــد. هرگ ــخص كني ــاي آن را مش ــداكثر خط 1314.11.3lnح و  =

632.12.3ln  (به روش لانگرانژ) =

ix  3.1 3.2 

if  1.131
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0592.361632.1)1032(1314.1)( −+−= xxxP  

x318.01456.0 +=  

5.15.1~15048.1)16.3(318.01456.0)16.3( =+=P  

 

1505.1~16.3ln  

cxPLnxxf 318.01456.0)(~)( +==
 

] قضيه ]2.3,1.3:)(
!2

))((
)()( 10

1 ∈′′
−−

=−→ Ccf
xxxx

xPxf  

 

=






 −−−
=−→=

2
1

2

)2.316.3)(1.316.3(
|)16.3()16.3(|16.3

C
pfx  

 

:2.3 :مقدار خطا
0012.01

2

0024.0
22

≤≤=







c

Cc
 

   c=1.3ست كه اين ميزان خطا وقتي ماكزيمم ا

  مخرج كسر است) c )C=2.3اين ميزان خطا وقتي مينيمم است كه 

000124889.0
)1.3(

0012.0
2
=  

 

000117187.0
)1.3(

0012.0
2
=  
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چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را بـه روش نيـوتن بـه     -)2مثال (

)1,2(,)0,1(دست آوره سپس نقاط  را به آن اضـافه كنيـد و مجـدداً     −−−

)(xP .را بيابيد 

  (قسمت اول مساله قبلاً حل شده)

  

ix

 
if

 
[ ]1, +ii xxf  [ ]2,, 1 ++ iii xxxf  [ ]3,..., +ii xxf

 
[ 410 ,.., xxxf

 

0 -

1 

    

1 0 
1

10

01
=

−
−−

    

2 -

3 3
21

)3(0
−=

−
−−

 

2
10

)3(1
−=

−
−−

   

-

1 

0 
1

)2(2

03
−=

−−
−−

 

1
)1(1

)1(3
−=

−−
−−−

 1
)1(0

)1(2
−=

−−
−−−  

12

5

)2(0
6

1
1

−
=

−−







 −−−

 -

2 

-

1 
1

)2(1

10
=

−−−
+

 
2

1

)2(2

11 −
=

−−
−−

 

6

1

)2(1
2

1
1

−=

−−







 −−−
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





 −+−−−+

−−−−+−−−+−+−=

12

5
)1)(2)(1)(0(

)1)(2)(1)(0()2)(1)(0()1)(0(1)(

xxxx

xxxxxxxP

 

 

1
6

1

12

7

6

1

12

5
)( 234 −++−

−
= xxxxxP  چند جمله اي درون ياب             

 

  

  

  

   -تمرين

xxfفرض كنيد  )1
4

sin)(
π

ixiو  = يك كـران بـالا بـراي     i=2,1,0براي  =

در نقاط فوق بيابيـد همچنـين ابتـدا چنـد      fخطاي چند جمله اي درون ياب 

را تقريـب زده و   f=5.1را بـه دسـت آوريـد. سـپس      fجمله اي درون ياب 

  خطاي ان را پيدا كنيد.

  :1ثابت كنيد مجموع چند جمله اي هاي لانگرانژ برابر است با  )2

1)(
9

1 =∑
=

n

i
xL  

 تفاضلات متناهي يا درون يابي با  استفاده از نقاط متساوي الفاصله:

الفاصله باشند فرمول هاي ساده تري براي محاسـبه    هرگاه نقاط دورن ياب متساوي

غيـر جـدولي موجـود     xبـراي يـك    xf)(چند جمله اي هاي درن ياب و تخمين 
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باشد جدول قبل به فرم زيـر سـاده    nاست هرگاه فاصله هر دو نقطه متوالي برابر با 

  شود: مي

ix  0f  [ ]1, +ii xxf  [ ]2,, 1 ++ iii xxxf  [ ]3,..., +ii xxf  

0x  0F    

)2(
1

0122
fff

h
+−  

)2(
1

1232
fff

h
+−  

 

 

 

)3

3(
!3

1

01

233

ff

ff
h

−

+−

 

 

1x  1f  
)(

h

1
 01 ff −  

2x  3f  
)(

1
12 ff

h
−  

3x  3f  
)(

1
23 ff

h
−  

 

  

  با استفاده از نماد گذاري مي توانيم جدول فوق را به صورت زير بنويسيم:

11 fff ii −=∆ +  

11
1

1 )( −−
−

− ∆−∆∆∆=∆ n

if
n

if
i

h
i

n ff  

 

1,...,1,01 −==−+ nihxx ii  

 را كه به صورت بالا تعريف شده عملگر تفاضلات پيش رو مي نامند. ∆عملگر 

  در اين صورت خواهيم داشت:

010 fff −=∆  
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012

01120100
2 )()()()(

fff

ffffffff

+−=

−−−=−∆=∆=∆  

 

0123012

1230120
2

0
3

33)2(

)2()2()(

fffffff

ffffffff

−+−=+−

−+−=+−∆=∆∆=∆  

(ارتبـــاط تفاضـــلات پـــيش رو و تفاضـــلات نيـــوتن): فـــرض كنيـــد   -قضـــيه

0210
!

1
],...,, f

hn
xxxx n

nn ∆= 

  به فرم زير است. fو چند جمله اي درون ياب تابع 

0210
!

1
],...,,,[ f

hn
xxxxf n

nn ∆=  

 

  

  به فرم زير است: fو چند جمله اي درون ياب تابع 

000 !2

)10(0
0)( fffxf n∆

−
+∆+=  

 

 به فرم زير است: fو چند جمله اي درون ياب تابع   

00
2

00 !

)10)...(20)(10(0
....

!2

)10(0
0)( f

n

n
fffxP n∆

+−−−
++∆

−
+∆+=

  

  فرمول چند جمله اي درون ياب تفاضلات پيشرو و نيوتن
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h

xx 00
−

=  

را در نقطه اي كه مجـاور   xf)(يم از فرمول فوق وقتي استفاده مي كنيم كه بخواه

نقاط ابتداي جدول است تخمين زنيم عملگر ديگري به نام عملگر تفاضلات پـس رو  

 شود: (ديل) كه به فرم زير تعريف مي ∇با نماد 

1
111

1

)( −
−−−

−

∇−∇=∇∇=∇

−=∇

i
n

i
n

i
n

i
n

iii

ffff

fff
 

 

 قضيه فوق در اين حالت به شكل زير خواند بود.

nxxxxبراي نقاط متساوي الفاصله  -قضيه ,...,,, فرمول تفاضلات پسرو نيوتن  210

  به شكل زير است:

h

xx

f
n

n
fffnP

n

nnn

−

∇
−+++

++∆
+

+∇+=

0:

!

)10)...(20)(10(0
...

!2

)10(0
0)( 2

در نقـاط مجـاور انتهـاي     xf)(توجه: از فرمول تفاضلات پسرو براي تخمـين زدن  

 شود. جدول استفاده مي

∆∇ارتباط عملگر  , :  

(1) ∆∇=∇∆  

(2) 1+∇=∆ ii ff  

(3) ki
k

i
n ff +∇=∆  
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مثال: چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را به كمك تفاضـلات پـيش رو    -

 به دست آوريد:

ix  -2 -1 0 1 

if  3 1 1 3 

 

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

-2 3    

-1 1 1-3=-2 0-(-2)=2 
2-2=0 

0 1 1-1=0 2-0=2 

1 3 3-1=2   

0 :تفاضلات پيش رو
!3

)20)(10(0
)2(

!2

)10(0
)2(03)( ×

−−
+

−
+−+=xp  

 

2)2(0 0 +=−−=
−

= xx
n

xx
 

 

)1)(2()2(23)( ++++−= xxxxP  

 

23423)( 2 +++−−= xxxxP  

 

1)( 2 ++= xxxP  
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مثال چند جمله درون ياب تابع جدولي زيـر را بـه روش تفاضـلات پسـرو پيـدا       -

 كنيد.

ix  0 1 2 3 

if  0 1 0 -3 

 

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

0 0    

1 1 1-1=0 0-(-2)=2 
2-(-2)=0 

2 0 0-1= 2-0=2 

3 -3 3-1=2   

 

0
!3

)20)(10(0
)2(

!2

)10(0
)3(03)( ×

++
+−

+
+−+−=xP  

 

3
1

3
0 −=

−
= x

x
 

0)2)(3()3(33)( +−−−−−−= xxxxP  

 

65933)( 22 −+−−++−−= xxxxxP  

 

xxxP 2)( 2 +−  
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بـه كـدام روش   xp)(ه سوالي كه مطرح مي شود ايـن اسـت كـه محاسـب     -نكته

مفيدتر است. جواب آن است كه چـون  
h

xx i−
را چنـان اختيـار مـي     ixلـذا   0=

ز جـدول مـي   را آن نقطـه ا  ixكمترين مقدار را داشته باشد (يعنـي   |0|كنيم كه 

 داشته باشد.)   xگيريم كه كمترين فاصله را تا 

xxfمثال: جدول زير مربوط به  - sin)(  o10هاي صفر درجـه   xاست براي  =

بـا اسـتفاده از چنـد     o5Sinورد (تخمـين)  مطلوبست برآ o50و  …، و o20و 

  جمله اي درون ياب.

x  0 10 20 30 40 50 

if  0 1736/0
 

3420/0
 

5/0  6428/0
 

7660/0
 

 

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

0 0    

10 0/1736 0/1736  

-0/0052 20 0/3420 0/1684 -0/0052 

30 0/5 0/1580 -0/0104  

40 0/6428 0/1428 -0/0152 -0/0048 

50 0/660 0/1232 -0/0196 -0/0044 

 

 
if

5∆  
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0/0004 
0 

0/0004 

 

o5sin)( =xP  

  چون از ما چند جمله خواسته نشده پس مي توانيم به طور مستقيم بنويسيم:

)5(p  

2

1

10

05

10
0 0 =

−
=

−
=

xx
 

0871/00)0004/0(
!4

3
2

1
2

2

1
1

2

1

)0052/0(
!3

)21
2

1

2

1

)0052/0(
21

1
2

1

2

1

)1736/0(
2

1
0)5(

=+






 −





 −





 −

+






 −−

+−






 −

++=f

 

Sinxxfمثال: تابع  - ,0را با استفاده از نقاط  )(=
6

,
3

,
2

πππ
درون يابي كـرده   

04و  o37sinو مقدار  51و  ′  را برآورد كنيد. (پيشرو) ′′
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-   

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

0 0  

 

0/5 

0/366025 

0/133975 

 

 

 

-0/133975 

-0/232050 

 

 

 

-0/098075 

 

6

π
 0/5 

3

π
 0/866025 

2

π
 1 

  

 

ππ
xx 6

6

0 ==  

 

o

o

680833/37
240

9041

240

11608880
240

1

3

2
37

3600

15

60

40
3751,04,37

)098075/0(
!3

20

6
1

666

)133975/0(
!2

1
6

6)5/0(
6

0)(

==
++

=

++=++=′′′

=−








−






 −

+−






 −

++=

πππ

π
π

π

xx

x

x
xP

 

Rad6574800/0180 بايد به راديان تبديل شود →
×
π

 



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com  ٧٥

 

 

 

!3

2
)65748/0(6

1
)65748/0(665748/0(6

)133975/0(

2

1
65748/0(6)65748/0(6

)5/0(
65748/0(6

)65748/0(







 −





 −







+−







 −

+=

πππ

ππ
π

P

 

 

ix  if  if∆  

0x  0f   

0f∆  

1f∆  

 

1x  1f  

2x  2f  

M M M 

2−nx  2−nf   

2−∆ nf  

1−∆ nf  

1−nx  1−nf  

nx  nf  

 

 -تمرين

  به كمك روش لانگرانژ محاسبه كنيد:

ix  if  if∆  

0x  0f  
 

0f∆  

1f∆  

 

1x  1f  

2x  2f  

M M M 

2−nx  2−nf  
 

1−∆ nf  

8f∆  

1−nx  1−nf  

nx  nf  
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0011فرض كنيد  )1 )(,)( fxffxf مطلوبست چند جمله اي درون ياب  ==

f  و با استفاده از آن تخميني از





 +

2
10 xx

f   

چند جمله اي درون ياب تابع جـدولي زيـر را بـه دسـت آورده و بـا اسـتفاده از        )2







 −









2

1
,

2

3
ff را بيابيد.  

ix  1−  0 1 2 

1f  -2 -1 0 7 

)(1جواب  3 −= xxP  

با استفاده از تفاضلات تقسيم شده نيوتن چند جمله اي درون ياب تابع جـدولي   )3

ه اي درون ياب تغييـر  چند جمل )1,2(زير را به دست آورده آيا با افزودن نقطه 

  كند. مي

ix  1−  0 1 

if  1 -1 -1 

  درجه چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را به دست آوريد. )4

  (روش تفاضلات تقسيم شده)

ix  0 1 2 3 4 5 

if  3 2 7 24 59 118 

 

راهنمايي: درجه چند جمله اي درون ياب بزرگترين مرتبه تفاضـلات تقسـيم شـده    

 مخالف صفر است.
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xxfچند جمله اي درون ياب تابع  )5
2

cos)(
π

0,0را در نقـاط   = 01 == xx 

)()(يافتــــه و بــــراي   xpxf كــــران بــــالايي بيابيــــد، ســــپس     −

مقدار





−








2

1

2

1
pf  را با كران بالا در

2

1
=x .مقايسه كنيد  

ــاهي  )6 ــلات متن ــد   -تفاض ــرض كني iiiiف fxfgxg == ــراي )(,)(  33 ب

4,...,1,0=i  وihxx
i

+=   ثابت كنيد: 0

iiii gfgf ∆+∆=+∆ βαβα )(  

 

iiiiii fggfgf ∆+∆=∆ +1)(  

 

1+

∆−∆
=







∆

ii

iiii

i

i

gg

gffg

g

f
 

 

ا استفاده از روش تفاضلات پيشرو چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زيـر را  ب )7

 بيابيد.

 

ix  1 2 3 4 

if  2 5 10 17 

)(1جواب:  2 += xxp 
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  محاسبه خطا

جواب بسياري از مسائل عددي به وسيله عمليات حسابي تكراري به دست مـي آيـد   

كنـد. بـه    خطاهاي كوچك حاصل از داده ها در طي اين عمليات انتشـار پيـدا مـي    و

طوري كه جواب مورد نظر ممكن است قابل قبول به نظر نرسد بنابراين بايد با شيوه 

  هاي مناسب از تكثير آن جلوگيري نماييم.

  خطاها به طور كلي به دو دسته تقسيم مي شود:

هاي رياضي و شرايط فيزيكي مساله اسـت كـه    خطاهاي ذاتي، كه با ناشي از فرمول

  در بسيار از كاربردهاي رياضي شرايط به صور ايده آل در نظر گرفته مي شود.

  خطاهاي محاسباتي خود به دو دسته تقسيم مي شود:

  خطاهاي حاصل از گرد كردن )1

  خطاهاي برشي )2

  گرد كردن:

  نيم:رقم اعشار به صورت زير عمل مي ك nبراي گرد كردن يك عدد تا 

 5دقيقـاً   n+1ام را حذف مي كنـيم اگـر رقـم     nابتدا همه ارقام سمت راست رقم 

ام اضافه مي شـود اگـر    nام فرد باشد يك واحد به رقم  nباشد، در صورتي كه رقم 

  ام زوج باشد، عدد به قوت خود باقي است. nرقم 

  

  به مثالهاي زير توجه كنيد:
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359.7105.0219.9175359.7105.0219.9

359.7105.0)359.61(105.0

105.0105.0

105.0

359.6105.0

)123.4236.2(105.0

5.0123.4105.036.2

219.9~175

105.0123.4~...12310.417

105.0236.2~....23605.25

10;517

33

33

33

3

3

3

3

3

3

3

××+≤×≤××−

××→+×≤

×+×≤

×≤

+××≤

+×

×+××→+≤

×

×→=

×→=

×

−−

−−

−−

−

−

−

−

−

−

−

Eگردكرد

E

EbEaE

ab

abab

 

)((2 :قضيه تيلور
!2

())(()()( ax
a

faxafafxf −′′++′+=  

 :بسط مك لورن
!5!3

sin
53

xx
xx +−=  

!3!2
1

...
!4!2

)1ln(

....
!5!2

1cos

32

42

42

xx
xe

xx
xx

xx
x

x +++=

−+−=+

−+−=

 

گل مـي خـورد و ديگـري از     4پنالتي  5همچنين فرض كنيد دو دروازه بان يكي از 

  گل مي زند. اينجاست كه خطاي نسببي اين تفاوت را نشان مي دهد. 4پنالتي  10
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  عمليات جبري روي خطاها

  :فرض كنيد خطاي جمع: -1







+=

+=

b

a

Ebb

Eaa

ba

ba

Ebaba

EEbaba

+++=+

+++=+
?≤→ abE  

 

  

bababa

ba

EEEEE

bbaabbaa

babaE

+

+

≤+⇒+=

−+−≤−+−=

+−+=

|||||)()(|

)()(|

 

  خطاي تفاضل: -2

baba EEE −≤−  

  خطاي حاصلضرب:-3

abba EbEaE +≤.  

     :اثبات

||||

)).((.

ab

abba
a

a

EbEabaab

bEEbbaEbEaba
Ebb

Eaa

+=−=

++=++=






+=

+=

 

  مثال عددي:

2

222

3232

10

10105.0105.0

14.373.141.123

73.1~37320.13

41.1~2142.12

−

−−−
+

≤

=×××=

+=

=+=+

=

=

E

EEE
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15.313.3

01.114.33201.014.3

≤

+≤+≤−  

  خطاي حاصلضرب:

abc

abcabc

Ecbaabc

EcbEcaEbaE

++

++≤

~
 

 

||||

)()((|

||||

bbaab

bbaaab

bababcabbaabEab

−+−≤

−+−=

−+−=−=

 

 

ba :ازطرفي EabE +=  

 

abab

baba

bab

EbEaE

EaEEEb

EaEEb

+≤=

++=

++<

..

).(

 

b

b

Ebb

Ebbbb

+≤

=−≤− ||
 

  

  خطاي تقسيم:

2
b

EbEa
E ab

b

a
+

≤  

 :اثبات
b

a

Ebb

Eaa

+=

+=

)1(

1(

b

E
b

a

E
a

Eb

Ea

b

a

b

a

b

a

+

+
=

+
+

=→  
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22

2

2

3
2

||||

...

)1(

)1)(1(

...)()
2

(1)(1(

1

1
)1(

b

EbEa

b

EbEa

b

a

b

a

b

EbEa

b

a

b

E

b

aE

b

a

b

E

b

E

b

E

b

a

b

bE

a

E

b

a

b

EbEb

b

E

a

E

b

a

b

Ea

E

b

a

abab

ab

ab

bab

a

b

b

a

+
≤

+−
=−=

+−
−=

+=

×−−=

−+=

+−+−+=

+
×−=

 

را به سه رقم اعشار گرد كردن يافته و حاصـل   17و  5مثال مقدار تقريبي  -

  را بيابيد و ماكزيمم خطاي آن را حساب كنيد: ×175

 

3
17

3
5

105/0123/4~17....1230/417

105/0236/2~5....23606/25

−

−

×≤=

×≤=

E

E
 

abEEگردكردن ≤

==×=× 219.9219028.9123/14236/2175
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923.0175215/9

223.9175105/0219/9

359/7105/0

105/0359/6105/0)2()1(

)2(105/0

)1(359/7105/0

)3.12/4236/2(105/0

105/0123/4105/0236/2

3

3

33

3

3

3

33

≤×≤

≤×××−

××≤

×+××≤⇒×

×≤

××≤

+×=

××+××=+≤

−

−

−−

−

−

−

−−

E

E

Eگردكردن

E

EbEaE

ab

abab

 

معمولاً در عمل تقسيم به گونه اي عمل مي كنند كه منجر به عمل ضرب گردد  •

مثلاً براي محاسبه 
72

π
 :  

7
14

1

772

7

72
××=

×
×

= π
π n

 

مطلوبست محاسبه  -تمرين
15

π
عشـار  و محاسبه حداكثر خطاي آن (تا سه رقم ا 

  گردكنيد)

از ضرب كردن اعداد تقريببي بزرگ پرهيز كنيد زيرا خطاي آن خيلي زياد ) 1نكته 

ababمي شود.چون:  EbEaE +≤                                    

  از تفريق اعداد تقريبي نزديك به هم بپرهيزيد، زيرا:) 2نكته 

چون اعداد تقريبي رو  
ba

E
E ba

ba −
= −

−                                             

مي رود.  ∞به 
o→
−ba    
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)12(3مطلوبست محاسبه −:  

)12()141/1()41/0(068921/0 :راه حل اول 333 ==−=−  

333 :راه حل دوم )
12

12
()

12

)12)(12(
()12(

+
−

=
−

−−
=−  

07.0~

711421719.0

)414937759.0()
41/2

1
()

141/1

1
( 333

=

==
+

 

  

اعداد در كامپيوتر به صورت مميز سيار ذخيره مي شود منظور ر: حساب مميز سيا

  از اعداد به صورت مميز سيار اعشاري نرمال شده فرم: 

n
mddd 10...21/0 01و  ∋Znبه طوري كـه   × ≠d  2,1,0,....,9و=id  و

2≥i  

310625/0 :مثلاً
8

5 −×−=
−

 

310720/0720 −×=  

  حساب مميز سيار

ابتدا كوچكتر را نمايش را افزايش داده تا هر دو نماي مساوي پيـدا  جمع و تفريق: 

كند،سپس جمع يا تفريق را انجام داده و حاصل را به صورت مميز سيار مي نويسـد.  

  (در صورت لزوم گرد مي كنيم).
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مع و آن گاه مانتيس ها را در هم ضرب مـي كنـيم، سـپس    نماها را با هم جضرب: 

  نتيجه را به فرم مميز سيار نوشته و گرد مي كنيم.

ابتدا نماها را از هم كم كرده مانتيسها را بر هم تقسيم مـي كنـيم، سـپس    تقسيم: 

  نتيجه را به فرم مميز سيار نوشته و گرد مي كنيم.

  بيابيد:مثال: حاصل جمع زير را به صورت مميز بسيار  -

4

44

452

10580214534/0

105782384/01000214534/0

105782384/010214534/0

385/57824534/21

×=

×+×=

×+×=

+
−

 

  حاصلضرب زير را به فرم مميز سيار حساب كنيد و تا سه رقم گرد نمائيد: -

)10368/0()10157136/0

)10368/0()10427.0(

23

23

×−××=

××× +

 

1

1

213

10994/0

1099372/0

10099372/0)10364/0()10273/0(

×−=

×−=

×−=×−×× −−

 

  حاصل تقسيم زير را در حساب شناور پيدا كنيد و تا سه رقم اعشار گرد كنيد:

00

0
3

2

10119/0101193406/0

10193406/1
10455/0

10543/0

×=×=

×=
×

×
 

  ت زير را در حساب مميز سيار به دست آوريد (سه رقم اعشار)حاصل عبارتمرين: 
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)10368/0()10427/0(

10184/0106118/0
22

02

−

−

×××

×+×
 

  قضيه خطاي نسبي:

بـوده و ايـن اعـداد مثبـت باشـند د رايـن        bو  aتقريبهـايي از   bو  aفرض كنيد 

  صورت داريم:

~~~

~~~

)2

},{)1

baab

baba

EEE

EEMaxE

+≤

≤+  

 :اثبات
ba

E

ba

E

ba

EE

ba

E
E bababa

ba
+

+
+

=
+
+

≤
+

= +
+

~
 

ba

E

b

E

ba

a

a

E bba

+
×+

+
×=  

ba

b
E

ba

a
E ba

+
×+

+
=

~~
0  

ba

b
EEMax

ba

a
EEMax abba +

×+
+

≤ },{}.,{
~~~~

 

)}.(,{
~~

ba

b

ba

a
EEMax ba +

+
+

=  

},{
~~
ba EEMax=  

 :اثبات 2

~~
.

~

ab
aaabab

ba EE
a

E

b

Eb

ba

Eb

ba

Eba

ba

EbEa

ba

E
E +=+=+=

+
≤=  
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  تمرين:

719رد آورده و را تا سه رقم اعشار گ 19و  7اعداد  - 1 را با حداكثر  ±

  خطاي آن محاسبه كنيد.

112مطلوبست محاسبه  - 2  1رقم اعشار محاسبات  4را با حداكثر خطا.(تا  ×

  انجام دهيد).

3 - e  .π  5ر گرد كرده حاصل رقم اعشا 4را تا  5و.., ee ππ    را بيابيـد. بـا

  خطا مرتكب شده.

ــداد  - 4 و  0/225.  1001/0و  5112/0و  543/1و  712/3و  54/25و  61/75اعـــ

  را به سه طريق زير جمع كنيد:7/991و  6/327

رقـم بـا معنـي گـرد      4اعداد از كوچك به فرم الف جمع كنيد و حاصـل را تـا    -الف

رقـم بـا معنـي گـرد      4يجه را با عدد سوم جمع كنيد و حاصل را تـا  كنيد. سپس نت

  كنيد و ..

  اعداد را از بزرگ به كوچك به فرم الف گرد كنيد. -ب

  حاصل جمع دقيق اعداد را بدون گرد كردن بيابيد. -ج

آيا جواب ها متفاوتند:كدام جواب از الـف وب دقيـق تـر اسـت چـه نتيجـه اي مـي        

  گيريد:

.)1(فرض كنيد  - 5 1
1

0

≥= −∫ nexI xn
n :ثابت كنيد  

20,1,0 -الف 1 ≥>−== −
∞→

nInIIILim nnnn
n
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  را بيابيد. 9Iبا چهار رقم اعشار  1Iب. با استفاده از قسمت الف و محاسبه 

با استفاده از  -ج
n

I
I n
n

1
1

+−
016و  n≤2و  −= =I   9مقـدارI    را مجـدداً بـه

  دست آوريد.

022در معادله -6 =++ cbxax   : مي دانـيمab . ريضـه هـاي معادلـه را    2<<

ــراي       ــثلاً ب ــد م ــداقل برس ــه ح ــا ب ــاي جوابه ــا خط ــيم ت ــي كن ــاب م ــور حس چط

510,1 −=== cab ابيد. (بگوئيد كدام دقيق تر است)و جوابهاي معادله را بي  

03با استفاده از حساب مميزسـيار حاصـل    -7 10437/010518/0 را بـه   ×+×

  دست آوريد.

1103/0اگر  -8 ×=a  حاصل
5

1
×a (حساب مميزسيار) .را به دست آوريد  

210631/0اگــــر  -9 ×=a  110434/0و ×=b  010247/0و ×=c   آيــــا

)()( cbacba   .  (حساب مميز سيار)++=++

ــد:  -10 ــق كنيـــ acabcbaتحقيـــ −− ــاه)(? 0106842/0هرگـــ ×=a  و

2105685/0 ×=b  2105641/0و ×±=c   رقم اعشار) 4(محاسبات با  

  تست:

    ) خطاي روش2خطاي داده ها  -1كدام يك جز منابع خطا نيست؟  -1

  )خطاي مدل4)خطاي برش  3
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)12(4براي محاسبه تقريبي -2   كدام عبارت تقريب دقيقتري مي دهد؟ −

4) 
4)12(

1

+
 3) 31217 −  2)

21217

1

+
 1) `2)12( −  

براي محاسبه تقريبي -3
)12(

1

−
  كدام عبارت تقريب دقيقتري مي دهد؟ 

4) 
4)12(

1

+
 3) 6)12( −  2) 

27099

1

+
 1) 4)12( +  

  كدام است؟ a خطاي نسبي a=55/1و  a=5/1اگر -4

4) 
31

10
 3)

31

1
 1) 

3

1
 1) 

3

1
 

اگر  -6
c

ab
y   آنگاه: =

2)

c

ba
y

E

EE
E

~

~~
~ .

≤  
1) cbay EEEE

~~~~
++≤  

3) ybac EEEE
~~~~

++≤  3) cbay EEEE
~~~~

++≤  

  خطاي محاسبه سري ها:

 n+1داراي مشتقات پيوسته تا مرتبـه   aدر نقطه  fفرض كنيد تابع  -قضيه تيلور

  به صورت زير است: aدر نقطه  fباشد، در اين صورت بسط تيلور 

n
n

n

Rax
n

af
ax

af
axafafxf +−++−

′′
+−′+= )(

!

)(
....)(

!2

)(
))(()()(

)(
2
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).(,),( :باقيمانده
)!1(

)( 1
1

xacan
n

cf
R n

n

n ∈∃−
+

= +
+

 

  مك لورن: بسط

: n

nn

R
n

xf
x

f
xffxfxfa +++

′′
++===

!

)0(
...

!2

)0(
)0()0()()( 2  

,
)!1(

1
)1(

)( +
+

+
= n

n
c

n x
n

f
R ),( xa⊂∈∃  

  بسط مك لورن چند تابع به فرم زير است:

...
53

...
!3!2

)1(

...
!4!2

1

...
!4!2

1

...
!5!3

...
!5!3

52

32

42

42

53

53

++−=

++−=+

+++=

−+−=

+++=

−+−=

xx
xArctgx

xx
xxen

xx
Coshx

xx
Cosx

xx
xSinhx

xx
xSinx

 

از بسط هاي فوق در محاسبات تقريبي استفاده مي كنـيم. بـراي محاسـبه تقريبـي     

)(xf ق كمتر از      هستند. جملات بسط را تا جـايي مـي نويسـيم    با خطاي مطل

كه آخرين جمله كمتر از 
2

باشد. (پس اين جمله را نيز به جملات قبلي اضافه مي  

  كنيم).
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بسـط   چند جمله كافي است. در −510خطاي كمتر از  e./5 مثال: براي محاسبه-

  بنويسيد:

...
!5

)1/0(

!4

)1/0(

!3

)1/0(

!3

)1/0(
1/01

...
!

...
!5!4!3!2

1

5433
1/0

5432

++++++=

++++++++=

e

n

xxxxx
xe

n
x

 

000005/0000166/0 :امتحان مي كنيم
6

001/0

!3

)1/0( 3
<==  

000005/00000041/0
24

0001/0

!4

)1/0( 3
<==  

 :پس
432

1/0 )1/0(

!3

)1/0(

!2

)1/0(
1/01 ++++=e  

  

  رقم گرد كنيم: 6بايد اعداد را تا  −510با تقريب كمتر از  1/0eپس در محاسبه 

51/0 10105171/1

000004/0000167/0005/01/01~

−=

=++++

e
 

3مثال: ترقيبي از 

2

e  با خطاي كمتر از

11
210

)
3

5
ln(210

11
210

π

π

ε

ε

ε

Arctg

Sin

−

−

−
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  فصل دوم

)(0حل عددي معادلات  =xf :  

)(0براي تعيين تعداد و حدود ريشه هاي يك معادله در حالـت كلـي    =xf  روش

  هاي زير را داريم:

xfy)(در اين روش نمـودار   روش دوم منحني: - 1 را در صـورت امكـان رسـم     =

ها ريشه هـاي ايـن معادلـه     xكرده نقاط برخورد يك اين نمودار با نمودار محور 

  است:

33

22

11

0)(

0)(

0)(

0)(

cxcf

cxcf

cxcf

xf

==

==

==

=

 

)(0جوابهاي معادله  =xf  

−=θمثال: ريشه هاي معادله  xx sin2 ن كنيد:را تعيي  

)()(توجه: در اين معادله بالا را بـه فـرم    21 xfxf مـي تـوان نوشـت و در ايـن      =

حالت كافي است منحني هاي 
)(

)(

22

11

xfy

xfy

=

=
هـايي كـه بـه ازا     xرا رسم كـرده و    

21آنها   yy قت طول نقـاط برخـورد دو   (در حقي مي باشد جوابهاي معادله است  =

)()(جوابهاي معادله  2yو  1yنموئدار  21 xfxf   است). =

21

sin2

yy

xx

=

=
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



=

=

xy

xy

sin22

1  

 3 :تعداد ريشه

 

 

 

  علامت دهند:توجه: هر گاه تابع در دو طرف ريشه ها تعيين 

)()(.)(0,)(0اگــر  ==−= xfhxxf m αα  در ايــن صــورت اگــرm  فــرد

 αدو طـرف   fتغيير علامت مـي دهـد و بـرعكس اگـر      αدر دو طرف  fباشد، 

  فرد است. xتغيير علامت دهدآن گاه 

به عبارت ديگر اين روش تعداد و حدود آن ريشه هايي را تعيين مي كند كه مرتبـه  

  تكرار آنها فرد است.

:],[پيوسته و  fاگر تابع  -قضيه baf  0و)().( <bfaf   آن گاه عددي ماننـدc 

)(0وجود دارد به طوري كه  bو  aبين  =cf  به علاوه اگر)f    اكيداً صـعودي يـا

  منحصر به فرد است) cنزولي است، 

  




< 0)().(

],[:

bfaf

bafپيوسته

0)(

0)(:),(

=

=⊂∃

cf

cfbaε
 

  تعداد و حدود ريشه هاي معادلات زير را به كمك روش ترسيم پيدا كنيد: -تمرين

043

cos1

cos1

2 ==

=+

=

x

xSinxxx

xx

x

 

2~

2~

0

2

1

−

=

x

x

x
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و بخشي يا تنصيف: در حالت كلي در كليه حالات بعد فرض بر اين است روش د - 2

)()(0,],[كه  bafbfaf )(0و  bو  aبـين   xو براي هـر    > <′ xf   يـا

0)( >′ xf     0اكيداً صعودي يا نزولي در ايـن صـورت معادلـه)( =xf   ًدقيقـا

  اهد داشت.خو bو  0يك ريشه بين

ابتدا 
2

ba
C

+
],[بـه دو بخـش    [a,b]را به دست مـي آوريـم تـا فاصـله      = ca  و

],[ ba  تقسيم شود. سپس)(cf  را با)(af     مقايسه مي كنيم. اگـر هـم علامـت

],[   در  باشند آن گاه ريشه معادله ba  واقع است. در اين صورتa   را بـاc   عـوض

 cرا بـا   bواقـع اسـت و    cو  aمي كنيم. اگر هم  علامت نباشند، آن گـاه ريشـه در   

  عوض مي كنيم و به همين ترتيب نصف كردن را تكرار مي كنيم:

 

 

 

  

 

    

  

  

  

  

baad ,Re  

2

ba
C

+
=  

ε<)(xf  

)()( cfaf =  B=c 

B=b 

A=a 

B=c 

Print   C 

yes 

< 0 
> 0  

No 
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0cosيك ريشه معادله  -
2

1
=− xx 001.0كمتر از  با تقريب=ε   را به كمـك

  روش دو بخشي بيابيد.

- 

0
2

1
0cos

2

1
0)0(0

cos
2

1
)(

<
−

=−=→=

−=

fa

xxxf

 

0540302/0
2

1
11cos

2

1
1)1(1 >×−=−=→= fb  

]1,0[:f 05403/0  (2) پيوسته    
2

1
1 >×−=  

]1,0[0
2

1
1)( →>+=′ Sinxxf   (3) 

 f  اكيداً صعودي   

دارد.       = 3 , 2 , 1 فوق دقيقاً يك ريشه بين معادله  0,1  

  رقم اعشار گرد مي كنيم. 4است تا  001/0چون تقريب كمتر 

  به كمك روش تنصيف: 1و  0يافتن ريشه بين 

a b c f(c) 

0 1 0/5 0/0612>0 

0 0/5 0/25 0/2345 

0/25 0/5 0/375 0/0903 

0/375 0/5 0/4375 -0/0154 

0/4375 0/5 0/4608 0/0227 

0/227 0/4608 0/4531 0/0036 
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0/4375 0/4531 0/4453 -0/0059 

0/4453 0/4492 0/4512 0/0012 

0/4492 0/4512 0/4502 0/0000 

      C=0/4502 

00903/0cos
2

1
375/0)375/0(

2345/025/0cos
2

1
25/0)25/0(

00612/05/0cos
2

1
5/0)5/0(

−=

−=−=

=−=

f

f

f

 

0cosريشه هاي معادله  -تمرين =− xx  001/0با تقريب=ε    

                                         
04597.0)1(

0101)0(

>−=

<=−=

f

f
        

  ويژگي هاي روش دو بخشي:

  روش دو بخشي همگراست. (سوق به سمت ريشه) - 1

بـار تكـرار    10همگرايي اين روش خيلي كند و وقتگير است به طوري كه در هر  - 2

  شود. ها افزوده مي ncسه رقم به ارقام 

باشـد يعنـي    εكمتـر از   ncرحله پيش برويم تا خطاي مطلق براي اينكه تا چند م

εα <− || nC   با توجه به اينكـه
nn
ab

c
2

||
−

<−α    كـافي اسـتn
ab

n
<

−

2
در  

nكوچكترين (اولين) عدد طبيعي است  nواقع 
ab
<

−
ε2log    كه در فاصـله فـوق

  صدق مي كند.
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  معيارهاي توقف:

1) ε<)(| ncf  
2) ε<− − || 1nn CC  

012مثال: پس از چند بار تكرار ريشه معادله  - =−+ xx  پيوسـته   ]1,0[كه در

210است، با تقريب كمتر از 
01/0   حاسبه است؟به روش تنصيف قابل م −

01)1(

01)0(

1)( 2

>=

<−=

−+=

f

f

xxxf

 (1) 

   f]1,0[) پيوسته 2(

)3 (]1,0[:012)( >+=′ xxf    

  معادله فوق يك ريشه بين صفر و يك دارد:

7

64.6

log

1

loglog

2
1

2

01

2

6

2

2

100

100
2

1

2

=

<

<

<→<

<

<
−

<→<
−

n

n

n
og

nn

cb

n

nnn

ε

ε

εεε

 

 

  به كمك روش دو بخشي تقريبي ريشه معادلات زير را بيابيد هرگاه: -تمرين

(الف 310,1,5/0005/02/0 −====−− εbSinxx  
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(ب 510,1,002 −− ====− εbax x  

52 (ج 10,1,0023 −====−−− εbaxxex  

  پس از چند بار تكرار به ريشه تقريبي معادلات زير مي نويسيم:

2

23

10,2,10
2

10,1,001

−

−

====−

====−+

ε

ε

ba
x

Sinx

baxx
 

  روش وتري (جابجائي):

پس از آزمون سه محدوديت ذكر شده در ابتداي اين فصل: اين روش مشابه به 

كه در فلوچارت روش دو بخشي به جاي  روش دو بخش است، با اين تفاوت

2

ba
c

+
چنين قرار مي دهيم  =

)()(

)()(

afbf

abfbaf
c

−
−

=   

  معيار توقف: عيناً معيار توقف در روش دو بخشي است.

  معمولاً اين روش سريعتر از روش دو بخشي است. -توجه

  

  

  

  

013مثال: با استفاده از روش جابجائي يا وتري معادله  - =−+ xx  را با تقريب

001/0=ε :بيابيد  
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)2(]1,0[:1)( 3 fxxxfپيوسته −+=  

)1(
01)1(

01)0(





>=

<−=

f

f
  )3(]1,0[:013)( 2 >+=′ xxf  

)()(

)()(

afbf

abfbaf
C

−
−

=  

A B 
)()(

)()(

afbf

abfbaf
C

−
−

=  F( c) 

0 1 0/5 -0/375 

0/5 1 0/6364 -0/1059 

0/6364 1 0/6712 -0/0264 

0/6712 1 0/6797 -0/00064 

0/6797 1 0/6817 -0/0015 

0/66817 1 0/6822 -0/0004 |0004/0| −→  

001/00004/0 <=  

682/0~6822/0=C  

  ) تقريبي از ريشه هاي معادلات زير را به روش وتري بيابيد:1( -تمرين

1) 210cos −=+ εxx  

2) 22 1002 −==− εxx  

3) 21075/025/013 −==== εbaxee  

03 =−⇒ xex  

 

4) 3108/06/002sin2 −====−+ εbaxx  
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) نمودار جريان روش وتري را در حالتي كه شرط توقف 2( -تمرين

ε<− − || 1nn cc .باشد رسم كنيد  

  

  

  تكرار ساده (نقطه ثابت):

ل معادلـه  در اين روش پس از بررسـي سـه محـدوديت ذكـر شـده در ابتـداي فص ـ      

0)( =xf  را به فرم)(ngx مناسـب   ng)(در مي آوريـم. و پـس از انتخـاب     =

دنباله 







−

=
1n

x
gxn     دنباله اين ما را به ريشه ها هدايت مي كنـد  ( بـا انتخـاب

 يــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــك  

0x  تقريبي بينa  وb(    

  مناسب قضيه زير را داريم: xg)(براي تشخيص 

],[تابعي بر  gاگر  -قضيه ba    باشـد (يعنـيbxa bngaو  ≥≥ ≤≤ باشـد و   )(

],[از  xبراي هر  baε :داشته باشيم  

1|)(| <≤′ Lxg ن صورت:، در اي  

xgx)(معادله  )1   دارد. b و aتنها يك ريشه بين  =

دنباله  ,baبين  0xبراي هر  )2







−

=
1n

n
gxn  به تنها ريشه حقيقي معادله

)(xgx   همگراست. =
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سرعت همگرايي بيشتر است. (زودتر بـه  به صفر نزديكتر باشد  L)  هر چند 1-توجه

  به يك نزديكتر باشد سرعت همگرايي كندتر است. Lريشه مي رسيم) و هر چند 

يا هر دو شرط قضـيه فـوق برقـرار نباشـد نتيجـه نمـي شـود كـه دنبالـه           1) اگر 2









−

=
1n

x
gxn شود از اين  همگرا نيست بلكه توصيه مي)(xg ويسيد.بن  

)(.11

1

1
1)1(

)(1

01)(

3
33

22
2

1
3

3

xgxxxx

g
x

xxx

xgxx

xxxf

−=⇒−=

=
+

=⇒=+

=−=

=−+=

 

  هاي فوق مناسبند؟  xg)(كدام يك از  ]1,0[: در فاصله 2مثال 

]1,0[    )(1 1
3 xgxx =−=  

10 ≤≤ x 10 3 ≤≤⇒ x  

1)(0

110

01

1

3

3

≤≤

≤−≤

≤−≤−

xg

x

x

 

1
3

4
)

3

2
(3

3

2
,)1,0(

3|3||)(|)1,0(

2

22

>=→=∀

−=′∀

xx

xxxgx

ε

ε
 

به دست آمـده ممكـن    gبرقرار نيست پس  1gپس شرط دوم قضيه فوق در مورد 

  است مناسب نباشد.

)(
1

1
22

xg
x

x =
+

=  
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211010 22 ≤+⇒≤≤⇒≤≤ xxx  شرط اول                                    

1)(01
1

1

2

1
22

≤≤⇒≤
+

≤⇒ xg
x

 

1
)1(

||2
|)(|

)1(

2
)(

222222 <
+

=′⇒
+

−
=′

x

x
xg

x

x
xg                              

 شرط دوم 

  مناسب است. 2gپس 

  مناسب است؟ 3gآيا  -تمرين

1

1

1 +
=

−n
n

x
x 75/00   انتخاب مي كنيم.     =x  

75593/0
175/0

1
1 =

+
=x    

75493/0
175/0

1
1 =

+
=x  

75489/0
175493/0

1
4 =

+
=x باشد.          تفاضل با قبـل بايـد    0/0001

 كمتر از 

−>εشرط خاتمه عمليات:  − |1nn xx   

به روش تكرار ساده (نقطه ثابت) تقريبـي از ريشـه معـادلات زيـر را چنـان       -تمرين

  باشد. ε=001/0بيابيد كه 

2) 75/015/00cos 0 ====− xbaxx  

3) 10sin212 0 ==−− xxx  

4) 10ln 0 ==+ xxx  
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03مـي دانـيم معادلـه     2 =− xex     دارد،  ¾ , 0/1 , 1/0–سـه ريشـه در فاصـله

)(xg         هاي مناسبي جهت محاسبه تقريبـي ريشـه هـاي معادلـه فـوق بيابيـد كـه

3
1 10|| −
− <− nn xx .باشد  

013 =−+ xx  

1)1( 2 =+xx  

)()(
1

1
12 −=→=

+
= nn xgxxg

x
x  

....3 =x  

)(0مجموعه ريشـه هـاي معادلـه     -توجه =xf       بـا مجموعـه ريشـه هـاي معادلـه

)(xfx   يكسان نيست. =

0123مثال: بااستفاده از روش نقطه ثابـت ريشـه معادلـه     - =−+ xx    بـا تقريـب

  به دست آوريد. 0001/0

01)1(1

01)0(0

01)( 23

>=→=

<−=→=

=−+=

fb

fa

xxxf

 

]1,0[:f      پيوسته   

023)( 2 >+= xxxf f→ εx)1,0(    اكيداً صعودي      

)(0پس  =xf  فقط يك ريشه دارد. ]1,0[در  

0123 =−+ xx  

1)1(2 =+xx  
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1

1
2

2

+
=

x
x  

)(
1

1
xg

x
x =

+
=       1

1

1
)(010)1 ≤

+
=≤→≤≤

x
xgx  

         1

)1(2

1

1
12

1

)()2

2

3
<

+

−=
+
+=′

x

x

xxg  

           10 << x  

  روش نيوتن رافسون يا روش مماس:

xf)(فاده از اين روش آن است كه علاوه بر سه شرط ابتدائي شرط است بر  ′′

],[ ba .تغير علامت ندهد  

).()(0به طوري كه  0xنقطه مناسب براي شروع مانند  -توجه 0 >′′ xfxf  

)1(

)( 1
1 −′

= −
−

n

n
nn

xf

xf
xx  

 

 

 

 

 

 

 

  را بيابيد (روش نيوتن رافسون): 2تقريبي  مثال: مقدار -

baad ,Re

)().( afaf ′′  ax =0  bx =0  

0< 0>  

)(

)(

1

1
1

−

−
− ′

=
n

n
nn

xf

xf
xx  

ε

ε

<−

<

− ||

)(

1nn

n

xx

يا

xf

  

NO  
Yes  

Print m 
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2=d 022 22 =−→=→ dd  

)(02معادله  2 =−= xxf   را در نظر بگيريد، مثل اين است كه بخواهيم ريشه

  مثبت معادله را پيدا كنيم:














∀>=′′

∀>=′

>=−==

<−==

]2,1[02)(

]2,1[02(

]2,1[:

0224)2(2

021)1(1

ε
ε

xxf

xxxf

fپيوسته

fb

fa

بين فقط يك ريشه   2 ,1    

  پس مي توان از روش نيوتن استفاده كرد.

10)(121 :نقطه شروع −=−=→= xfx  

         20)1().1(2)2( 0 =→<′′→=′′ xfff  

20)2(2 :نقطه شروع =→= fx  

       20)2().2(0)2( 0 =+>′′→>′′ xfff                                 

  

1

2
1

1 2

2

−

−
−

−
−=

n

n
nn

x

x
xx  ...,2,1=n  

5/1
2

1
2

22

24
22 10 =−=

×
−

−=→= xx  

4167/1

...41666/1
3

25/0
5/1

5/12

225/2
5.12

=

=−=
×
−

−=x
 

4142/1
4167/12

2007/2
4167/13 =

×
−

−=x  
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4142/1
141672

2007/2
)4142/1()( 3 =

×
−

== fxf  

001/0000004/0)( 3 <=xf             

 پس:      

414/13 =X     

)(0ام معادله  mريشه تكراري (مكرر) مرتبه  αهرگاه  -توجه =xf   باشد در ايـن

صورت از فرمول 
)(

)(

1

1
1

−

−
− ′
−=

n

n
nn

xf

xf
mxx       اسـتفاده مـي كنـيم. تـا همگرايـي

  سريعتر گردد. 

)(0ام معادله  mتعريف ريشه مكرر مرتبه  =xf    

===′′=′= − )(....)()()( 1 αααα mffff  

α  0را ريشه مكرر گويند هرگاه)( =xf .به صورت بالا باشد  

 4با استفاده از روش نيوتن رافسون ريشه تقريبي معادلات زير را بيابيد. (تا  -تمرين

  رقم اعشار)

2) 043 =−x  )1 0sin =− xx  

4) 0
2
=−

x
Sin  3) 013 =−xxe  

02cos22يشـه تكـراري مرحلـه چهـارم معادلـه      ر α=0ثابت كنيد  =−+ xx 

5/00سپس به روش نيوتن و با قراردادن  =x .اين ريشه را بيابيد  

  

  تمرينات گوناگون: 
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xxبا استفاده از روش ترسيمي معادله  )1 cos10=     چنـد ريشـه دارد؟  (معادلـه

xx cos100= امتحان) چند ريشه مثبت دارد. سوال  

xxxxتعداد ريشه هاي معادلـه   )2 sincos.1 را بـه روش ترسـيمي معلـوم     +=

  كنيد. اين ريشه ها نزديك چه اعدادي هستند؟

  معادلات زير چند ريشه حقيقي دارند؟ )3

013 (الف =++ xx 04 (ب  =−xx  

xx (ج tan= xxx (د  sincos =  

0732 (ر 23 =++− xxx )1(0 (ز  73 =−− xx  

ــه    )4 ــه معادل ــوچكترين ريش ك
2

1
costan =− xx    ــه ازاء ــري ب ــه روش وت را ب

5/0=a   ،1=b   510چنان بيابيد كه−=ε    

فرض كنيد  )5
xK

Kaxx
x

k

nx

n
k
n

n
+

+
=

−+   به عددي غير هم صفر همگراست.11

باشد ريشه مكرر حـداقل   2را چنان بيابيد كه مرتبه همگرايي دنباله حداقل  Kالف. 

)(0باشد،  2 =′ αf(  

  

  

  تمرين هاي گذشته:

  سه رقم اعشار گرد كنيد:  
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ε
π

,
53

 

468.0~4683674.0
15

1
0251.7

15

5

5

6

63
===×

ππ
 

3105.0142.3~ −×=Eπ  

3105.0236.2~6 −×=πE  

3
5 105.0067.0~

15

1 −×=E  

3
5 105.0 −×=E  

  گرد كردن:

 

004.0)387.7(105.0067.0

236.2067.0142.3236.2142.3

3

5
15

1

=××=+

+××+××≤

−
πE

EEE

 

005.00045.0004.0 كلي ≈==< EE  

  حاصل عبارت: مميز شناور

1

1
4

2

22

02

10395.0

394910.0
10157.0

10620.0

)36810.0()10427.0(

10184.010618.0

−

−

×=

=
×

×
=

××

×+×
 

719 ±  سه رقم گرد شود           

 

3
7 105.0646.26457513.27 −×=≈= E  
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3
19 105.0359.43588989.419 −×=≈= E  

310−+ ≤baE  

006.7197004.7 ≤+≤  

310113.1719 −
− ≤=− baE  

714.1719712.1 ≤−≤  

  حل تمرين از جلسات قبل:

3تقريبي از 

2

e  را بيابيد: −210با خطاي  

667.0~
3

2
:005.00011251.0

!5

)67.0( 5
<=  

!5

)
3

2
(

!4

)
3

2
(

!3

)
3

2
(

!2

)
3

2
(

3

2
1

!
...

!4!3!2
1

5432

3

2

432

+++++=

++++++=

e

n

xxxx
xe

n
n

 

947.1~001.0008.0049.0222.0667.013

2

+++++=e  

تقريبي از 
11

sin
π

    −410با خطاي  

28560.0;
11

== xx
π

 

500002.0
!5

28560.0
=⇒= n  
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....
!5!3

~
53
−+

xx
xSinx  

28174.0~

00002.000388.028560.0~
!5

11
!5

11
~

11

53

+−








+














−

ππ

π
Sin  

تقريبي از 
3

5
ln 210 با خطاي−    

9005.0
9

667.0
=⇒< n  

...
432

)1ln(
432
+−+−=+

xxx
xx  

5
3

2

4
3

2

3
3

2

3

2
~

3

5
ln

3

2

543









+








−








−





⇒=x  

0099.0222.0667.0~
8
3

2

7
3

2

6
3

2 876

+−








−








+








−  

599.0005.0008.0015.0026.0049.0 =−+−+−  

تقريبي از 
11

tan
π

Arc  210با خطاي− :  

286.0
11
=

π
 

...
53

tan
53
−+−=

xx
xxArc  

5005.0004.0
5

)286.0( 5
=⇒<= n  
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  :−510با خطاي  1تقريبي از 
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=
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!9
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  به كمك ترسيم بياوريد:تعداد و حدود ريشه هاي معادله زير را 





=

=
=

xy

xy
xx

cos10
cos10

2

1  

 

x  0 
2

π
±  π±  

2

3π
±  π2±  

2

5π
×  π3±  
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2y  10  0 -10 0 10 0 -10 

001.0;0cos ==− εxx  

xCosxxf −=)(  

010)0cos()0(0 >=−=⇒= fa  

00001.01)1cos()1(1 <−=−=⇒= fb  

]1,0[f  

01)( <−−−=′ nsxf  نزولي  

a b c f(c ) 

0 1 0.5 0.378 

0.5 1 0.75 0.018 

0.5 1 0.625 0.186 

0.625 0.75 0.688 0.084 

0.688 0.75 0.719 0.033 

0.719 0.75 0.734 0.0085 

0.734 0.742 0.74 -0.0015 

0.738 0.742 0.74 -0.0015 

   C=0.739 

 

  دستگاه معادلات خطي:
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   A= ماتريس ضرايب
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B=ماتريس طرف ثابت 


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
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X=ــولات ــريس مجهــــــــــــــــــ  تــــــــــــــــــ
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محاسبه 
1−
A  د رحالت كلي توصيه نمي شود. زيرا دترمينالA   محاسبه اش وقتگيـر

را به روش هاي ديگري پيدا كنـيم بـا فـرض آنكـه      Xاست بنابراين سعي مي كنيم 

0|| ≠A كه دستگاه فقط يك جواب منحصر به فرد پيدا كند).(تا اين  

روش مستقيم: در اين روش مستقيماً جواب معادله را محاسبه كنـيم. مشـهور تنهـا    

خطاي ناشي از گرد كردن اعداد در ماشين را خواهيم داشت). االبته دستگاه بـزرگ  

  باشد ممكن است رشدخطاها ما را جواب واقعي خيلي دور كند.
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  بالا مثلثي:دستگاه هاي 

 















=++++

=++

=+++

33333

22222

11212111

...

...

...

bxaxaxa

bxaxa

bxaxaxa

nnnnn

nn

nn

M

 

 دترمينال ضرايب
















=A  

|| A  حاصلضرب اعضاي اول قطر اصلي =

|| A = nnaaa ××× ...2211  

iaA فرض كنيم ∀≠⇒≠ ,0....0|| 11  

را پيـدا كنـيم سـپس از معادلـه قـبلش       nxاز معادله دستگاه بالا مثلثي مي توانيم 

1−nx  1را پيدا مي كنيم و به همين ترتيب تا برسيم به معادله اول كهx   را حسـاب

  كنيم (روش جايگذاري پس رو)

  طريقه حل روش حذفي گاوس:

را به فرم بالا مثلثي تبديل مي كنيم براي اين  *مجهولي  nمعادله  nابتدا دستگاه 

],[اضـافه كـرده مـاتريس     Aرا به انتهـاي مـاتريس    Bكار بردار  BA   را مـاتريس

  مي گويند. *افزوده دستگاه 
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  ليات سطري نام دارند روي ماتريس افزوده انجام مي دهيم:حال اعمال زير را كه عم

),ام با  iتعويض دو سطر ماريس افزوده (تعويض سطر  - 1 ijR    

  ضرب عددي غير صفر در اعضاي يك سطر ماتريس افزوده: - 2

)(,0 αα iR=  

بـه   α`سـطر ديگـر آن (افـزودن    افزدن مضربي از يك سطر ماتريس افزوده بـه   - 3

  نشان مي دهند) αijR)(ام را با  iسطر 

  را به بالا مثلثي تبديل مي كنيم: *در ذيل با اين عمليات يك دستگاه به فرم 

كه از نظر قدر مطلق كوچكتر را كاري كنيم  Aاعضاي ماتريس مقياس كردن:  - 1

باشند (كافي است هر سطر را به بزرگترين قدر مطلق جملات آن  1يا مساوي با 

  سطر تقسيم كنيم) اين كار فقط يك بار انجام بگيرد قبل از شروع روش گاوس.

در ستون اول بزرگترين عضور از نظر قدر مطلق را پيدا كرده و سـطر شـامل آن    - 2

بزرگترين عضـو از نظـر قـدر مطلـق در      11αنيم اگر را با سطر اول عوض مي ك

را طوري انتخاب مي كنيم كه اگر بـا    11αاولين ستون باشد آن گاه مضاربي از 

12α  13وα  1,....وnα مع كنيم كليه ايـن اعضـا   (يعني با اعضاي زير آن ) ج

را صفر كـرده ايـم مجـدداً فـرض مـي       11αصفر شود. بدين ترتيب اعضاي زير 

  كنيم:
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22a   بزگترين عضو از نظر قدر مطلق در ستون دوم باشد سپس مانند قسمت قبـل

م و به همين ترتيب ادامـه مـي دهـيم در    را نيز صفر مي كني 22aكليه اعضاي زير 

  شود.  به يك ماتريس بالامثلثي تبديل مي Aنتيجه ماتريس 

مثال دستگاه زير را به روش حذفي گاوس (همراه با مقياس كردن و ..) حل مـي   -

  كنيم









−=−+

=−−

=++

2435
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254

321

322

321

xxx

xxx

xxx

 

 

 :ماتريس افزوده

 

















−−

−−

2435

1212

2541

 

















−−

−− →
−

−

4.06.06.01

5.015.01

4.018.02.0

)1(3

)2.0(12

iR

R  

















−−

−−

 →

4.08.06.01

4.018.02.0

5.015.01
12R  

















−

−

−−

 →
−

−

9.02.01.00

5.019.00

5.015.01

)1(3

)2.0(12

iR

R  
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








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 −
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
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
−
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1.1

9

3.02.19.00
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2323 RR

104.104.1

19.02.01.19.02.01.1

15.015.05.015.01
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2232

11321

=→=

−=→−=+→=+
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  روش حذفي گاوس جردن:

پس از مثلثي كردن به روش حذفي گـاوس بـا اسـتفاده از عمليـات سـطر مـاتريس       

  مثلثي را به ماتريس قطري تبديل مي كنيم (بالاي قطر اصلي نيز صفر شود)

زير را به روش حذفي گاوس و يك بار نيـز بـا روش گـاوس جـردن      دستگاه -تمرين

  حل كنيد. (تا يك رقم اعشار)









=++

=++

=++

4.39.28.57.3

6.2517.36.2

7.578.36.0

zyx

zx

zyx

 

  روش هاي تكراري:

در اين روش ها به يك جواب تقريبي اوليه شـروع مـي كنـيم و آن را يـك دسـتور      

دن پـي در  بازگشتي به كار برده تا جواب تقريبي ديگري به دست آوريم با به كار بـر 

پي اين دستور دنباله اي از جوابها به دست مي آيد كه  تحت شرايط مناسـب مـا را   

به جواب واقعي نزديك مي كند. روش هاي تكراري داراي دو ويژگي سادگي عمل و 

سهولت اجرا به وسيله كامپيوتر هستند و نسبت به انتشار خطاها حساسيتي ندارنـد.  

  ي عبارتند از: روش ژاكوبي و گاوس سايدل.اين روش معروف از روش هاي تكرار
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و از معادلـه   1xرا به فرم زير مـي نويسـيم (از معادلـه اول     *روش ژاكوبي: دستگاه 

  را را حساب مي كنيم: nxام  nمعادله  …و  2xدوم 

)1...1(

)22...22(
22

1
2

)1...2121(
11

1
1

nxnnaxnanb
nna

nx

nxnxnaxab
a

x

nxnaxab
a

x

−−−−
1

=

−−−=

−−−=
 

انتخـاب كـرده و در    xبراي بـردار جـواب    0xسپس يك مقدار تقريبي اوليه مانند 

طرف راست معادلات فوق جايگزين مي كنيم تا يك مقـدار تقريبـي ديگـري بـراي     

آيـد و بـه همـين ترتيـب      به دست X)2(؛ مجدداً X)1(جواب به دست ايد. مانند 

  ادامه مي دهيم.

+−>εشرط  توقف عمليات: اگر  || )()1( k
i

k
i xx  به شرطي كهi∀   در اين صـورت

)1( +kX .جواب دستگاه است  

روش گاوش سايدل: اين روش همانند روش ژاكوبي مي باشـد فقـط در هـر مرحلـه     

تا آن مرحله به دست آورده ايم مورد استفاده قرار  ixراي هر آخرين تقريبي را كه ب

از معادله اول با اسـتفاده از جـواب    1xمي دهيم (يعني آنكه پس از به دست آوردن 

بـه دسـت    1xرا به دست آوريـم   2xتقريبي اوليه در معادله دوم وقتي مي خواهيم 

 2xآمده از معادله اول را به اضافه بقيه جوابهاي تقريبي اوليه جايگزين مي كنيم تا 

و  2xاز معادله سـوم دوبـاره بـه جـاي      3xجديد به دست آيد سپس براي محاسبه 
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1x  2آن همينx  1وx     اخير را به اضافه مقادير تقريبي اوليه قرار مـي دهـيم و بـه

  همين ترتيب جلو مي رويم)

∑داشته باشيم:  Iفرض كنيد براي هر  -توجه

≠
=

≥
n

j
j

ijii aa

1
1

]|||    

. در ايـن صـورت روش   را قطري مسلط مي نامنـد  Aدر اين صورت ماتريس ضرايب 

همگـرا مـي    x)0(ژاكوپي و روش گاوس سايدل با انتخاب هر مقدار تقريبـي اوليـه   

  : ما را به جواب واقعي نزديك مي كند) باشد (همگرا

يك شرط كافي براي همگرايـي اسـت امـا ايـن شـرط       Aشرط قطري مسلط بودن 

قطـري مسـلط نباشـد،     Aضرايب  شرط لازم نمي باشد. يعني ممكن است ماتريس

  ولي همگرايي اتفاق مي افتد.

||هر گاه ضرايب  -توجه iia       نسبت به ساير ضـرايب در هـر معادلـه نسـبتاً بـزرگ

باشد انتخاب مقادير انتخابي اوليه به ازاي 
ii

i
ii

a

b
x =∀   مناسب است.  ,

ي قبل از استفاده از روش تكـراري  براي بهتر كردن شانس و سرعت همگراي -توجه

بـر   iiaبايد دستگاه را طوري مرتب كرد كه تا حد امكـان از ضـريب قطـري يعنـي     

ام) داشـته   Iحسب قدر مطلق بيشترين مقدار موجود در همان سطر را (يعني سطر 

  باشد شرط توقف عمليات نيز مانند روش ژاكوبي است.

  به روش ژاكوبي حل كنيد: دستگاه زير را -مثال
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قطري مسـلط نباشـد در ايـن صـورت بـا جابجـائي        Aپس قطري مسلط است. اگر 
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مثال: دستگاه مثال قبل را به روش گاوس سايدن و با همان مقدار تقريبي اوليـه   -

  حل كنيد:

شود احل قبل دوباره تكرار ميهمان مر  
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و به همين ترتيب عمليات را ادامه مي دهيم. سرعت همگرايي روش دوم بيشتر از 

 روش اول است
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 جواب واقعي                    

  مطلوبست حل دستگاه زير به روش ژاكوبي و روش گاوس سايدن: -مثال

|6|21126

|2||5|1525

|3|12

321

321

31

+≥−=++

+≥−=++

≥=+

xxx

xxx

xx

 

  حالت تبديل كنيم قطري مسلط نيست و بايد آنرا به اين
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  ماتريس به قطري مسلطي تبديل شود
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  له سوم بيفزاييم.منهاي يك برابر معادله دوم را به معاد
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دستگاه هاي زير را به روش ژاكوبي وگاوس سايدل حل كنيـد. (سـعي كنيـد ابتـدا     

  ماتريس ضرايب قطري مسلط باشد)
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  (روش نقطه ثابت)

10ln 0 ==+ xxx  

)(ln xgexxx x ==⇒−= −  

xx eexg −− =−=′ |||)(|  








>=+=

<−==+=







011ln1)1(

01
111

ln
11

f

eeeee
f

دقيقاً يك ريشه دارد        ]1,
1

[
e

 در فاصله   

01
11

ln1)( <−=+=′
ee

xf 1          ( اكيداً صعودي)   
1

<< x
e

 

1)(
1

1
1

<<⇒<< xg
e

x
e

                       

                     1
1

<< −xe
e

 شرط صحيح است                     

  امتحان مي كنيم











<<

<<

−

−

1
1

1
1

1

1

e
e

e
e

e

 

 



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com  ١٢٩

exgx == )(  

xexgx −== )(  

10 =x  

3679.0)( 1
01 === −exgx  

3679.0)( 3679.0
12 === −exgx  

5005.0)( 6922.0
23 === xxgx  

 .… ادامه مي دهيم

















>+=′

>=







<
−

=

0sin
2

1
1)(

0
22

0
2

1
)0(

]
2

,0[:

xxf

f

f

fپيوسته

ππ

π

 دقيقاً يك ريشه دارد     
2

π
 معادله بين صفر و 

)( 1−= nn xgx [ شروع كنيم به جواب مي رسيم       
2

,0[
π

 با هر x  بين 

00 =x  

 

0)439.0cos(
2

1

2

1
)0cos(

2

1
cos

2

1
)( 2001 ==⇒==== xxxgx  

xxxfتعداد جملات مورد لزوم سري تيلور  تا  1و  0براي هاي  x=0حول  )(=

  رقم اعشار  4



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com  ١٣٠

,

32

!
....

!3!2
1)( R

n

xxx
xexf

n
x ++++==  

00005.0105.0 4 →×= −ε  

 

)!1(
510.0

1
4

+
=⇒<

+
−

n

x
RR

n

nn  

xx cos100= (ترسيم) چند ريشه مثبت دارد؟  





=

=

xy

xy

cos100
 

 

 

 

 

 

 

1.)68.0cos(68.0)(

68.0
46.01

11
1

−=−+−=

=
+
×−

=

cf

C
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:  نقطه اول چون شرايط نقطه مناسب را داراست 10 =x             
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  به همين ترتيب ادامه مي دهيم.

xxريشه معادله  cos
2

1
[با روش تكرار ساده  −

2
,0[
π

    

2
)cos(

2

1
0

2
0

)(cos
2

1
0cos

2

1

π

π

<<⇒

<<

==→=−

x

x

xgxxxx

شرط برقرار                          

 است

 

 

  

  درون يابي:

ــد   ــرض كني ــد   n+1ف ــايز مانن ــه متم نقط
0

0

1

1 ,,
y

x

y

x

y

x

n

n  در

را مي خواهيد چنان پيدا كنيم كه از تمامي اين نقاط عبـور   fصفحه مفروضند، تابع 

)(كند. يعني  iii xfyf را براي نقـاط ديگـر    xf)(خواهيم  و همچنين مي ==

  بر آورد كنيم.

1210فرض مي كنيم  ... +<<<<< nn xxxxx  نقاط از كوچك به بزرگ شده

],[باشد و  0 nxxxε  به طوري كهixx را  xf)(در اين صورت مساله تخمـين   ≠

  درون يابي مي نامند.
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شود يعنـي تـابع    در اين فصل تنها درون يابي به وسيله چند جمله اي ها بررسي مي

f  را يك تابع چند جمله مانند)(xPn    كه يك چند جمله اي بـه درجـهn   در نظـر

  مي گيريم.

ي مـي  مي دانيم از نقطه متمايز يك خط مي گذرد از سه نقطه متمـايز يـك سـهم   

عبور مي  nنقطه متمايز يك چند جمله درجه  n+1به همين ترتيب از  …گذرد و 

  كند.

در روش زير كه به روش لاگرانژ معروف است راهي براي رسيدن به اين چند جملـه  

  اي مطرح مي كند.

  روش لاگرانژ

ــه    ــراي دو نقطـــ ــاده بـــ ــت ســـ در حالـــ
0

0

1

1

f

x
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f

x
B   ــط ــه خـــ معادلـــ
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را  xnp)(نتيجه فوق باعث به وجود امدن اين ايده براي لاگرانژ كه چند جملـه اي  

  شود كه: تعميمي از حالت بالا درنظر بگيرد. ثابت مي

وجود دارد به طـوري كـه    xnp)(مانند nفقط يك چند جمله اي حداكثر از درجه 

ii fxP =)( )1 (),...,1,0( ni =   

)()()(...)(فرض كنيد  1100 xLfxLfxLfxP nn+++=  در اين صورت شرط

  ) برقرار خواهد بود هرگاه:1(





≠=

=

jixL

xL

ji

ii

0)(

1)(
 

jiاز معادله  xLi)(براي تعيين  ≠ :  

nill xxxxxx ,....,,,,...,, 11110  nمي باشد. كه يك  چنـد جملـه اي درجـه     −−+

)(1است و چون بايد  =ii xL  0با قراردادنx    بـه جـايx     در عبـارت اخيـر بايـد

  داشته باشيم:

  

ــه اي  چندجملــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

لانگرانژ
)...()()...((

))...()()...((
)(

)110

110

niiiiii

nii
i

xxxxxxxx

xxxxxxxx
xL

−−−−
−−−−

=
+−

+−   

يك چند جمله اي به دست مي آيد كـه در   2و استفاده از رابطه  xLi)(با محاسبه 

  شود اين چند جمله اي منحصر به فرد است. ) صدق مي كند و ثابت مي1(
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 f−)5.0(مثال: چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را به دست آوريـد و   -

  را تخمين بزنيد.

ix   بين اين نقاط 0 1- 2- 

-0.5∈(-2,0) if  3 1 1 

 0=i  1=i  2=i  

 

)()()()( 221100 xLfxLfxLfxP ++=  
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1)( 2 ++= xxxP  

75.0

1)5.0()5.0()5.0( 2

=

++−=−P  

)()()(1ضمناً:  210 =++ xLxLxL  
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  شود: توجه: در حالت كلي نيز ثابت مي

∑
=

=
n

i

xL

0
1)(1

 

  مثال: چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را پيدا كنيد: -

ix  -2 -1 0 2 

if  3 1 1 7 
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چون نقطه 
7

2
)(1داشتيم  2كه در مثال   2 ++= xxxP   ر نقطه اي بـود كـه د

) صدق نمي كرد لذا چند جمله اي حاصل همان چند جملـه  1چند جمله اي مثال (

  نشد. 3) گرديد و چند جمله اي درجه 1مثال (

) تقريبـاً  1همان طور كه ديديم با اضافه كردن يك نقطه به جـدول شـماره (  توجه: 

ي را ارائه مـي دهـيم   تكرار كرديم بعد روش xp)(همان عمليات را براي پيدا كردن 

كه تنها با عمليات ساده تري درجه چند جمله اي درون يـاب را تعيـين مـي كنـيم     

بلكه افزودن يك يا چند نقطه به جدول تابعي چند جملـه اي جديـد بـا اسـتفاده از     

  چند جمله اي قبلي محاسبه خواهد شد.
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   -تمرين

5.00,7071.045با استفاده از  )3( == oo CosCos    در يك چنـد جملـه اي

جه يك پيدا كنيد كه از اين نقاط بگذرد و بـا توجـه بـه آن مقـدار تقريبـي      

o0Cos  را بيابيد سپس  عدد پيدا شده را با مقدار واقعيo50Cos  مقايسه

  كرده خطا را تعيين كنيد.  

xyبا به كار بردن درون يابي بـراي تـابع    )4( 4,1نقـاط  در = 10 == xx 

3,3تقريب هايي براي اين تابع در  == xx .به دست آوريد  

  روش تفاضلات تقسيم شده نيوتن:

nxxxفرض كنيد  -تعريف ,...., 1o    نقاطي متمايزند تفاضـلات مرتبـه اول درix  و

1+ix شود. عريف ميچنين ت  

1

1
1],[

+

+
+ −

−

ii

ii
ii

xx

ff
xxf  

   ix+1و  0xتفاضلات مرتبه اول در 

,....,01در نقاط  nتفاضلات مرتبه  xxxn شود. به صورت زير تعريف مي  

n

nn
n

xx

xxfxxf
xxxf

−
−

= −

0

110
10

],....,[],...[
],...,,[  
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)()()(مي توان ثابت كرد كه  xRxPxf يعنـي چنـد    xP)(به طـوري كـه    =+

  جمله اي دورن ياب برابر است با:

],....,[))...()((...

],,[))((],[)()(

0110

210101000

nn xxfxxxxxx

xxxfxxxxxxfxxfxP

−−−−++

−−+−+=
 

): چند جمله اي درون ياب  تابع جدولي زير را به روش تفاضلات تقسيم 1مثال  -

را به جدول اضـافه كـرده و چنـد     2و  7شده نيوتن به دست آوريد سپس نقطه 

  ه اي درون ياب آن را محاسبه كنيد:جمل

ix  if  ],[ 1+∞ ixxf  ],,[ 210 xxxf  

2−  3  2
)1(2

13
−=

−−−
−

 

1
02
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 1−  1 
)1(2

13
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−

 

0 1 
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01

11
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−−
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],,[))((],[)()( 21101000 xxxfxxxxxxfxxfxf −−+−+=  

 

1)1)(2()2)(2(3)( 2 +==+++−++= xxxxxxf     (1) 

 

 

ix  2−  1−  0  2  

if  3 1 1 7 
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ix  if  ],[ 1+ii xxf  ],,[ 21 ++ iii xxxf

 
,,,[ 210 xxxf
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0)0)(1)(2()1)(1)(2()2).(2(3)( ×−++++++−++= xxxxxxxP  

1)( 2 ++= xxxP اي قبل صدق ميكند   در چند جمله  )7,2(  نقطه

  خطاي چند جمله اي درون ياب:

معمولاً درون يابي براي تقريب توابعي كه كارخهاي عـددي ماننـد مشـتق گيـري و     

انتگرال گيري روي آنها مشكل و غير ممكن اسـت اسـتفاده مـي كنـيم. بـراي ايـن       

],[را كه  xf)(منظور تابع  ba        تعريف شده در نظـر مـي گيـريم ايـن تـابع را بـه

axوسيله نقاط  ,...12و  0= xxbxn قسمت تقسيم مي كنيم سـپس   nبه  =+

عبـور مـي    xnP)(بـه نـام    nنقطه متمايز يك چند جمله اي درجـه   n+1از اين 
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چون كارهاي عددي مانند مشـتق گيـري و   xf)(تقريبي است براي  xnP)(دهيم. 

را نسـبت   xnP)(xnP)(انتگرال گيري بسيار ساده است. اگر بخواهيم مقدار خطاي 

nxxxپيدا كنيم، در خور نقاط درون يابي يعني  xf)(به  ,...,, واضح است كـه   10

ا زاين  نقاط  xnP)(و هم  xf)(مقدار خطاي ان در خود نقاط صفر است. زيرا هم 

را پيـدا   xnP)(و هـم   xf)(مي گذرد. اما اگر در نقطه اي غير اين نقاط بخـواهيم  

كنيم جواب ما داراي خطاست. با استفاده از قضيه زير ايـن خطـا را بـه دسـت مـي      

  آوريم.

],[بر  fفرض كنيد تابع  -قضيه 0 nxx   تعريف شده اسـت و)(xnP  ه چنـد جمل ـ

باشـد كـه از ايـن نقـاط مـي گـذرد و        xnP)(اي منحصر به فرد حـداكثر از درجـه   

)1(
)(
+nf

x
f  بر بازده فوق موجود باشد. در اين صورت براي هرx  درnxx   داريم: 0,

),(,
)!1(

))....(()()( 0

)1(
)(

0 n

n
c

n xxC
n

f
xxxxxPxf ∈∃

+
−−=−

+

 

مشكل است لذا اگر بتوان كـران بـالايي    Cدن مقدار در عمل چون پيدا كر

)1(براي 
)(
+n

x
f   ًحساب كنيم، مثلاMf

n
x

≤+ )1(
  آن گاه داريم: )(

)!1(

|))...()((|
|)()(| 10

+
−−−

≤−
n

Mxxxxxx
xPxf n  

) تـابع  1مثال: با اسـتفاده از درون يـابي خطـي (يعنـي چنـد جملـه اي درجـه         -

xxf ln)( ــدار   = ــد ســپس مق ــابي كني ــرده  16.3lnرا درون ي ــين ك را تعي
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ــدانيم     ــاه ب ــد. هرگ ــخص كني ــاي آن را مش ــداكثر خط 1314.11.3lnح و  =

632.12.3ln   (به روش لانگرانژ) =

ix  3.1 3.2 

if  1.131

4 

1.163

2 

xx
xx

xx

xx
xL 10323210

1.0

2.3

2.31.3

2.3
)(

10

1
0 −=+=

−
−

=
−
−

=
−
−

=  

 

3210
1.0

1.3

1.32.3

1.3
)(

01

0
1 −=

−
=

−
−

=
−
−

= x
xx

xx

xx
xL  

 

0592.361632.1)1032(1314.1)( −+−= xxxP  

x318.01456.0 +=  

5.15.1~15048.1)16.3(318.01456.0)16.3( =+=P  

 

1505.1~16.3ln  

cxPLnxxf 318.01456.0)(~)( +==
 

] قضيه ]2.3,1.3:)(
!2

))((
)()( 10

1 ∈′′−−
=−→ Ccf

xxxx
xPxf  

 

=






 −−−
=−→=

2
1

2

)2.316.3)(1.316.3(
|)16.3()16.3(|16.3

C
pfx  
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:2.3 :مقدار خطا
0012.01

2

0024.0
22

≤≤=







c

Cc
 

    c=1.3اين ميزان خطا وقتي ماكزيمم است كه 

  مخرج كسر است) c )C=2.3اين ميزان خطا وقتي مينيمم است كه 

000124889.0
)1.3(

0012.0
2
=  

 

000117187.0
)1.3(

0012.0
2
=  

چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را بـه روش نيـوتن بـه     -)2مثال (

)1,2(,)0,1(ست آوره سپس نقاط د را به آن اضـافه كنيـد و مجـدداً     −−−

)(xP .را بيابيد  

  (قسمت اول مساله قبلاً حل شده)

  

ix

 
if

 
[ ]1, +ii xxf  [ ]2,, 1 ++ iii xxxf  [ ]3,..., +ii xxf

 
[ 410 ,.., xxxf

 

0 -

1 

    

1 0 
1

10

01
=

−
−−

    

2 -

3 3
21

)3(0
−=

−
−−

2
10

)3(1
−=

−
−−
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-

1 

0 
1

)2(2

03
−=

−−
−−

 

1
)1(1

)1(3
−=

−−
−−−

 1
)1(0

)1(2
−=

−−
−−−  

12

5

)2(0
6

1
1

−
=

−−







 −−−

 -

2 

-

1 
1

)2(1

10
=

−−−
+

 
2

1

)2(2

11 −
=

−−
−−

 

6

1

)2(1
2

1
1

−=

−−







 −−−

 

 







 −+−−−+

−−−−+−−−+−+−=

12

5
)1)(2)(1)(0(

)1)(2)(1)(0()2)(1)(0()1)(0(1)(

xxxx

xxxxxxxP

 

 

1
6

1

12

7

6

1

12

5
)( 234 −++−

−
= xxxxxP  چند جمله اي درون ياب             

  

  

  

  

   -تمرين

xxfفرض كنيد  )3
4

sin)(
π

ixiو  = ك كـران بـالا بـراي    ي i=2,1,0براي  =

در نقاط فوق بيابيـد همچنـين ابتـدا چنـد      fخطاي چند جمله اي درون ياب 
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را تقريـب زده و   f=5.1را بـه دسـت آوريـد. سـپس      fجمله اي درون ياب 

  خطاي ان را پيدا كنيد.

  :1ي لانگرانژ برابر است با ثابت كنيد مجموع چند جمله اي ها )4

1)(
9

1 =∑
=

n

i
xL  

  تفاضلات متناهي يا درون يابي با  استفاده از نقاط متساوي الفاصله:

هرگاه نقاط دورن ياب متساوي الفاصله باشند فرمول هاي ساده تري براي محاسـبه   

ر جـدولي موجـود   غي ـ xبـراي يـك    xf)(چند جمله اي هاي درن ياب و تخمين 

باشد جدول قبل به فرم زيـر سـاده    nاست هرگاه فاصله هر دو نقطه متوالي برابر با 

  شود: مي

ix  0f  [ ]1, +ii xxf  [ ]2,, 1 ++ iii xxxf  [ ]3,..., +ii xxf  

0x  0F    

)2(
1

0122
fff

h
+−  

)2(
1

1232
fff

h
+−  

 

 

 

)3

3(
!3

1

01

233

ff

ff
h

−

+−

 

 

1x  1f  
)(

h

1
 01 ff −  

2x  3f  
)(

1
12 ff

h
−  

3x  3f  
)(

1
23 ff

h
−  

 

  

  با استفاده از نماد گذاري مي توانيم جدول فوق را به صورت زير بنويسيم:
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11 fff ii −=∆ +  

11
1

1 )( −−
−

− ∆−∆∆∆=∆ n

if
n

if
i

h
i

n ff  

 

1,...,1,01 −==−+ nihxx ii  

  را كه به صورت بالا تعريف شده عملگر تفاضلات پيش رو مي نامند. ∆عملگر 

  در اين صورت خواهيم داشت:

010 fff −=∆  

012

01120100
2 )()()()(

fff

ffffffff

+−=

−−−=−∆=∆=∆
 

 

0123012

1230120
2

0
3

33)2(

)2()2()(

fffffff

ffffffff

−+−=+−

−+−=+−∆=∆∆=∆
 

(ارتبـــاط تفاضـــلات پـــيش رو و تفاضـــلات نيـــوتن): فـــرض كنيـــد   -قضـــيه

0210
!

1
],...,, f

hn
xxxx

n
nn ∆=  

  به فرم زير است. fو چند جمله اي درون ياب تابع 

0210
!

1
],...,,,[ f

hn
xxxxf

n
nn ∆=  

  

  

  به فرم زير است: fو چند جمله اي درون ياب تابع 
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000 !2

)10(0
0)( fffxf n∆

−
+∆+=  

 

  به فرم زير است: fو چند جمله اي درون ياب تابع   

00
2

00 !

)10)...(20)(10(0
....

!2

)10(0
0)( f

n

n
fffxP n∆

+−−−
++∆

−
+∆+=

  

  فرمول چند جمله اي درون ياب تفاضلات پيشرو و نيوتن

h

xx 00
−

=  

را در نقطه اي كه مجـاور   xf)(از فرمول فوق وقتي استفاده مي كنيم كه بخواهيم 

نقاط ابتداي جدول است تخمين زنيم عملگر ديگري به نام عملگر تفاضلات پـس رو  

  شود: (ديل) كه به فرم زير تعريف مي ∇با نماد 

1
111

1

)( −
−−−

−

∇−∇=∇∇=∇

−=∇

i
n

i
n

i
n

i
n

iii

ffff

fff
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  قضيه فوق در اين حالت به شكل زير خواند بود.

nxxxxبراي نقاط متساوي الفاصله  -قضيه ,...,,, فرمول تفاضلات پسرو نيوتن  210

 به شكل زير است:

h

xx

f
n

n
fffnP

n

nnn

−

∇
−+++

++∆
+

+∇+=

0:

!

)10)...(20)(10(0
...

!2

)10(0
0)( 2

در نقـاط مجـاور انتهـاي     xf)(لات پسرو براي تخمـين زدن  توجه: از فرمول تفاض

  شود. جدول استفاده مي

∆∇ارتباط عملگر  , :  

(4) ∆∇=∇∆  

(5) 1+∇=∆ ii ff  

(6) ki
k

i
n ff +∇=∆  

ضـلات پـيش رو   مثال: چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را به كمك تفا -

  به دست آوريد:

ix  -2 -1 0 1 

if  3 1 1 3 

 

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

-2 3    

-1 1 1-3=-2 0-(-2)=2 
2-2=0 

0 1 1-1=0 2-0=2 
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1 3 3-1=2   

0 :تفاضلات پيش رو
!3

)20)(10(0
)2(

!2

)10(0
)2(03)( ×

−−
+

−
+−+=xp  

 

2)2(0 0 +=−−=
−

= xx
n

xx
 

 

)1)(2()2(23)( ++++−= xxxxP  

 

23423)( 2 +++−−= xxxxP  

 

1)( 2 ++= xxxP  

 

مثال چند جمله درون ياب تابع جدولي زيـر را بـه روش تفاضـلات پسـرو پيـدا       -

  كنيد.

ix  0 1 2 3 

if  0 1 0 -3 

 

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

0 0    

1 1 1-1=0 0-(-2)=2 
2-(-2)=0 

2 0 0-1= 2-0=2 

3 -3 3-1=2   
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0
!3

)20)(10(0
)2(

!2

)10(0
)3(03)( ×

++
+−

+
+−+−=xP  

 

3
1

3
0 −=

−
= x

x
 

0)2)(3()3(33)( +−−−−−−= xxxxP  

 

65933)( 22 −+−−++−−= xxxxxP  

 

xxxP 2)( 2 +−  

بـه كـدام روش   xp)(سوالي كه مطرح مي شود ايـن اسـت كـه محاسـبه      -نكته

مفيدتر است. جواب آن است كه چـون  
h

xx i−
را چنـان اختيـار مـي     ixلـذا   0=

را آن نقطـه از جـدول مـي     ixكمترين مقدار را داشته باشد (يعنـي   |0|كنيم كه 

  داشته باشد.)   xگيريم كه كمترين فاصله را تا 

xxfبه مثال: جدول زير مربوط  - sin)(  o10هاي صفر درجـه   xاست براي  =

بـا اسـتفاده از چنـد     o5Sinمطلوبست برآورد (تخمـين)   o50و  …، و o20و 

  جمله اي درون ياب.

x  0 10 20 30 40 50 

if  0 1736/0
 

3420/0
 

5/0  6428/0
 

7660/0
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ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

0 0    

10 0/1736 0/1736  

-0/0052 20 0/3420 0/1684 -0/0052 

30 0/5 0/1580 -0/0104  

40 0/6428 0/1428 -0/0152 -0/0048 

50 0/660 0/1232 -0/0196 -0/0044 

 

 
if

5∆  

0/0004 
0 

0/0004 

 

o5sin)( =xP  

  چون از ما چند جمله خواسته نشده پس مي توانيم به طور مستقيم بنويسيم:

)5(p  

2

1

10

05

10
0 0 =

−
=

−
=

xx
 

0871/00)0004/0(
!4

3
2

1
2

2

1
1

2

1

)0052/0(
!3

)21
2

1

2

1

)0052/0(
21

1
2

1

2

1

)1736/0(
2

1
0)5(

=+






 −





 −





 −

+






 −−

+−






 −

++=f

 



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com  ١٥٢

Sinxxfمثال: تابع  - ,0را با استفاده از نقاط  )(=
6

,
3

,
2

πππ
درون يابي كـرده   

04و  o37sinو مقدار  51و  ′   را برآورد كنيد. (پيشرو) ′′
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-   

ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

0 0  

 

0/5 

0/366025 

0/133975 

 

 

 

-0/133975 

-0/232050 

 

 

 

-0/098075 

 

6

π
 0/5 

3

π
 0/866025 

2

π
 1 

  

 

ππ
xx 6

6

0 ==  

 

o

o

680833/37
240

9041

240

11608880
240

1

3

2
37

3600

15

60

40
3751,04,37

)098075/0(
!3

20

6
1

666

)133975/0(
!2

1
6

6)5/0(
6

0)(

==
++

=

++=++=′′′

=−








−






 −

+−






 −

++=

πππ

π
π

π

xx

x

x
xP

 

Rad6574800/0180 بايد به راديان تبديل شود →
×
π
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!3

2
)65748/0(6

1
)65748/0(665748/0(6

)133975/0(

2

1
65748/0(6)65748/0(6

)5/0(
65748/0(6

)65748/0(







 −





 −







+−







 −

+=

πππ

ππ
π

P

 

 

ix  if  if∆  

0x  0f   

0f∆  

1f∆  

 

1x  1f  

2x  2f  

M M M 

2−nx  2−nf   

2−∆ nf  

1−∆ nf  

1−nx  1−nf  

nx  nf  

 

  -تمرين

  به كمك روش لانگرانژ محاسبه كنيد:

ix  if  if∆  

0x  0f   

0f∆  

1f∆  

 

1x  1f  

2x  2f  

M M M 

2−nx  2−nf   

1−∆ nf  

8f∆  

1−nx  1−nf  

nx  nf  
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0011فرض كنيد  )8 )(,)( fxffxf مطلوبست چند جمله اي درون ياب  ==

f  و با استفاده از آن تخميني از





 +

2
10 xx

f   

از چند جمله اي درون ياب تابع جـدولي زيـر را بـه دسـت آورده و بـا اسـتفاده        )9







 −









2

1
,

2

3
ff .را بيابيد  

ix  1−  0 1 2 

1f  -2 -1 0 7 

)(1جواب  3 −= xxP  

با استفاده از تفاضلات تقسيم شده نيـوتن چنـد جملـه اي درون يـاب تـابع       )10

چنـد جملـه اي درون    )1,2(زودن نقطـه  جدولي زير را به دست آورده آيا با اف ـ

  كند. ياب تغيير مي

ix  1−  0 1 

if  1 -1 -1 

  درجه چند جمله اي درون ياب تابع جدولي زير را به دست آوريد. )11

  (روش تفاضلات تقسيم شده)

ix  0 1 2 3 4 5 

if  3 2 7 24 59 118 

 

راهنمايي: درجه چند جمله اي درون ياب بزرگترين مرتبه تفاضـلات تقسـيم شـده    

  مخالف صفر است.
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xxfچنــــد جملــــه اي درون يــــاب تــــابع  )12
2

cos)(
π

را در نقــــاط  =

0,0 01 == xx   يافته و بـراي)()( xpxf كـران بـالايي بيابيـد، سـپس      −

مقدار





−








2

1

2

1
pf  را با كران بالا در

2

1
=x .مقايسه كنيد  

iiiiفــرض كنيــد  -تفاضــلات متنــاهي )13 fxfgxg ==  33 بــراي )(,)(

4,...,1,0=i  وihxx
i

+=   ثابت كنيد: 0

iiii gfgf ∆+∆=+∆ βαβα )(  

 

iiiiii fggfgf ∆+∆=∆ +1)(  

 

1+

∆−∆
=







∆

ii

iiii

i

i

gg

gffg

g

f
 

 

با استفاده از روش تفاضلات پيشرو چند جمله اي درون يـاب تـابع جـدولي     )14

  زير را بيابيد.

 

ix  1 2 3 4 

if  2 5 10 17 

)(1جواب:  2 += xxp  

پيـدا   1xب تابع جدولي تمرين قبـل را بـر اسـاس نقطـه     ) چند جمله اي درون يا8

  كنيد.
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  براي تابع جدولي زير: f]3,2,1[) مطلوبست محاسبه 9

ix  -1 1 2 2 

if  -1/2 3/2 1/ 2 31/2 

  12ب)   4الف) 

  د) هيچكدام  16ج) 

  -53صفحه تمرين از 

5/060 =oCos       

7071/095 =oCos  

?50 =oCos  

ix  45 60 

if  0/7071 0/5 

 

)()()( 1100 xlfxlfxP +=  

 

15

45

4560

45
)(

10

1
0 −

−
=

−
−

=
−
−

=
xx

xx

xx
xl  

 

15

60

6045

60

0

0
1 −

−
=

−
−

=
−
−

=
xx

xx

xx
l  

 







 −

+





 −

=⇒
15

60
5/0

15

45
7071/0)(

xx
xp  

638066/0)50( =⇒ p  
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ix  1 4 

if  1 2 

 

xy =   
4

1

1

0

x

x =
 

)()()( 1100 xlfxllxp +=  

 

3

4

41

4
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0
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−
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−
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=
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=
xx

xx

xx
xL  

 

3

1

14

1
)(

01

0
1

−
=

−
−

=
−
−

=
xx

xx

xx
xL  

 

1)( =⇒ xp   





 −

+
−
−

3

1
4

3

)4( xx
 

2=x  





 −

+






−
−

⇒
3

12

3

42
 

 

3=x  )3(P  

  ) از مسئله2تمرين (

ix  -1 0 1 2 

if  -2 -1 0 6 
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ix  if  if∆  
if

2∆  if
3∆  

-1 -2 
-1+2=1 

0+1=1 

7-0=7 

 

1-1=0 

7-1=6 

 

0 -1 
6-0=6 

1 0 

2 7  

2
3

1
2

0 !3

)10)(20(0

!2

)10(0
0)( ffffxp n ∆

−−+
+∆

−
+∆+=  

 

2
3

!3

)10)(20(
)0(

!2

)10(0
)1(02)( fxp ∆

−−
+

−
++−=  

 

10 0 +=
−

= x
h

xx
 

 

xxxxp )1(12)( −+++−=  

 

1)()1(2)( 32 −=⇒−++= xxpxxxxp  

 

ix  0x  1x  

if  0f  1f  

 

)()()( 1100 xlfxlfxp +=  
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1
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0
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f
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f
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1

2

122
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01
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1
10
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0 ff
xx

xx

f
xx

xx

f +=
−

−

+
−

−
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2
10 ff +

=  

    -)3تمرين (

 

ix  -1 0 1 

if  1 -1 -1 
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ix  if  [ ]1, +ii xxf  
[ ,, 1 ++ iii xxxf

 
 

-1 1  

 

1
11

02
+=

−−
−−

 

1
02

20
=

−
 

چون تفاضل مرتبه سوم 

صفر شده پس درجه 

  1-1=0چند جمله اي 

تغيير نمي كند همچنين 

با امتحان معلوم مي 

 شودكه:

0 -1 2
01

)1(1
−=

−−
−−

 

1 -1 0
10

)1(1
=

−
−−−

 

 1 2
21

11
=

−
−−

 

 

 

],,[))((),()()( 11010100 xxxfxxxxxxfxxfxp −−+−+=  

 

1124)2(

1
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2
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−−=
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f
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ix  if  [ ]1, +ii xxf  
[ ]2,, 1 ++ iii xxxf

 
 مرتبه سوم

0 3  

3
23

51
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1 2 1
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  xp)(با توجه به راهنمايي مرتبه سوم: درجه سوم = 

    -5تمرين

ix  0 1 

if  1 0 

 
 

ix  if  [ ]1, +ii xxf  

0 1 
1

01

10
−=

−
−

 
1 0 

 

[ ]100 )()( ++−+= ii xxfxxfxp  

xxpxp −=→−−+= 1)()11)(01(1)(  
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sin)(

ππ





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2

22
cos)( 


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
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


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
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xxf  
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422
cos)(

22 πππ
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
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31/0~
3284

1 22 ππ
=×=  

 

 0/1=0/21-0/31 :  اختلاف با مقدار واقعي

بنابراين خطاي چند جمله اي درجه اول تقريب مناسبي براي 
2

cos
π

  نيست. 

   -6تمرين 

iii :تعريف fff −=∆ +1  

)1( :ثابت كنيد   )()()( 1 iiiii ggfgf −+∆=+∆ +βαβα  

)()( 11 iiii gfgf βαβα +−+= ++  
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 = )()( 11 iiii ggff −++ ++ βα  
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  )7تمرين (

ix  if  if∆  
if
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  ) 8تمرين 

 ادامه مسأله قبلي
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  )9تمرين 
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 انتگرال گيري عددي:

  مي دانيد انتگرالهايي وجود دارد كه در آنها تابع زير انتگرال تابع اوليه ندارند مانند:

∫ ∫ dxCosx
x

x 2sin
 

∫ dxex2
 

 د نظر ما هستند.در عمل معمولا انتگرالهاي معين مور

dx
x

x
∫
1
0

sin
     ,       ∫−

2
2

2cos dxx       ,         dxex∫
π
0

2
 

در اين قسمت روش هايي ارائه مي دهيم كه انتگرالهاي فوق را با هر تقريب دلخـواه  

 بتوانيم تخمين بزنيم.

  قاعده ذوزنقه اي:

قسمت مساوي تقسيم كرده و در هر جـز فاصـله    nرا به  bتا  aدر اين روش فاصله 

[ ]1, +ii xx  به جاي تابعf   ي خط يعني چند جمله اي درون ياب درجه اول تـابع

f  1را در نقاط, +ii xx :قرار مي دهيم معادله خط عبارتند از  

h

xx
ffxP i

i
−

=∆+= 0:0)( 1  

 ام برابر است با: Iمساحت ذوزنقه 
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iiiii
ix

ix
ix

ix
s

h
ffffdxxpdxxf =+=+== ++

++ ∫∫ 2
)()()()( 11

11  

h

ab
xx ii

−
=−+1  

∫بنابراين 
b

a
dxxf  يعني سطح كلي زير منحني برابر است با: )(

∫ ∫ ∫∫∫ +
=

−

+++++= 2
1

1

1

1 ........)(
x

x
ix

ix

bnx

nx

x

x

b

a
fffdxxf  بيان 

 

∑ اگر به صورت∑ بيان شود ∫∑
−

=

+
−

=
→

1

0

1
1

)(~)(
n

i

ix

ix

x

xi

dxxPdxxf  

 

( )1

1

0 2 +

−

=
+= ∑ ii

h

i

ff
h

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn ffffffffff
h

++++++++++→ −143322110 ....(
2

 

( ) )(2....22
2

)( 1210 hTfffff
n

dxxf nn
b

a
=+++++= −∫  

 

 محاسبه خطاي قاعده ذوزنقه:

ffفرض كنيم تابع  -قضيه ′′′ ]بر  , ]ba موجـود و پيوسـته انـد در ايـن صـورت       .

  ثابت مي شود كه مقدار خطاي قاعده ذوزنقه اي برابر است با:
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)(
12

)(
)()()(

2
Cf

hab
hTdxxfhET

b

a
′′−

=−= ∫  

مول فوق نمـي تـوان اسـتفاده كـرد امـا اگـر       ممكن نيست پس از فر Cعملا يافتن 

|)(|بتوانيم براي  cf  ران بالايي پيدا مي كنيم آن گاه خواهيم داشت،  ′′

[ ] ( )

( )
M

hab

Cf
hab

hETMxfbax

12

)

|)(
12

)()(,,

2

2

−

≤′′−
=⇒≤′′∈∀

 

 

∫بنابراين اگر بخواهيم مقدار 
b

a
dxxf محاسـبه كنـيم    εرا بـا خطـاي كمتـر از     )(

 كافي است:

( )
ε≤

−
M

hab

12

2
 

را چنان پيدا مي كنيم كه  hيعني 
( )

ε≤
−

M
hab

12

2
   

  بيشتر است. nواضح است كه هر چه خطا كمتر باشد 

    −810مثال: مطلوبست محاسبه انتگرال زير به روش ذوزنقه با تقريب كمتر از 

∫
2
0

cos xdx  

 

xxf cos)( =  

xxf sin)( −=′  

xxf cos)( −=′  
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Mxxf =≤−=′′ 1cos)(  

( )
4

1
12

03
)(

12
)(

2
2

2 h
hCf

hab
hET =×

−
≤′′−

=  

 

4
2

482 10
4

:102104 −−− ≤×≤→×≤
h

hh  

 

4102
303 −×⇒⇒

−
=

−
=

nnn

ab
h  

1500010
2

3

102

3 4
4

=×=
×

≥⇒
−

n  

 

اگـر   −810يعني مقدار تقريبي انتگرال فوق را به روش ذوزنقه بـا تقريـب كمتـر از    

  نقطه حساب كنيم. 15001بخواهيم حساب كنيم بايد مقدار تابع فوق را در 

∫تقريبــي از  -مثــال
1
0

2dxx  را بــه روش ذوزنقــه اي بــه ازا
4

1
,

2

1
,1 === hhh 

 حساب كنيد و خطاي آنها را نيز در هر حالت محاسبه نماييد.

)2....2(
2

)(~)( 110 nn
b

a
ffff

h
hTdxxf ++++= −∫  

 

( ) ( )
2

1
)10(

2

1

2

1

2
)1()( 2

)1()0(10 =+=+=+== ffff
h

TbT  

1,0 == bx  

nn

ab
h

01−
=

−
=  
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1
1

1 ==== n
n

h  

( )
8

3
1

2

1
20

2
2

1

2
22

1 2
2

210 =













+






×+=++=








fff
h

T  

2
1

2

1

2

1
=⇒=→= n

n
h  

 

( ) 





 +×+×+=++++=






 1

16

9
2

16

1
20

2
4

1

222
24

1
43210 fffff

n
T  

1
64

22

8

8941

8

1
1

8

9

2

1

8

1

8

1
+=

+++
×=






 +++=  

 =حالت اول براي محاسبه خطا
6

1

2

1

3

1
)(

1
0

2 =−−∫ hTx  

 =حالت دوم
24

1

8

3

3

1
=−  

=حالت سوم
96

1

32

11

3

1
=−  

 2hيعني تعداد خطا متناسب است با 

    -تمرين

∫) با استفاده از جدول زير مطلوبست محاسبه 1(
1

)(
a

dxxf   (تا چهار رقم اعشار)  

ix  0 0/2 0/4 0/6 0/8 1 

if  0 1/221

4 

1/491

8 

1/822

1 

2/225

5 

2/718

3 
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ميزان  خطا را نيز حساب كنيد (با توجه به مقدار واقعي اعداد جدول فوق را به تابع 

xe (مربوط است  

  قاعده سيسمون:

همان طور كه ديديد قاعده ذوزنقه بسيار كند است و تابع را بايد در نقـاط بسـياري   

  محاسبه كرد.

وش سيسمون ساده تر و دقيق تر بوده و بر اساس جـايگزين كـردن يـك چنـد     اما ر

]جمله اي درجه دوم به جاي  ]1, +ii xx  :چنين به دست مي آيد  

  

  

  به دست مي آوريم:

h

xx
fffxP ii
iii

−
=∆

−
+∆+= 0

!2

)10(0
0)( 2  

( )21
22

3
)()( ++

++ +∑+== ∫∫ iii
ix

ix
ix

ix
fff

h
dxxPdxxf  

 

∫براي محاسبه تقريبي 
b

a
dxxf ]ايـد بـازده   به قاعـده سيسـمون ب   )( ]ba را بـه   ,

زوج باشـد. در نتيجـه    nتعداد زوج بازده تقسيم مي كنيم. بنابراين فرض مي كنـيم  

 خواهيم داشت:

∫ ∫∫∫∫ −
+++== 4

2 2
2
00

)(...)()()()(
x

x
nx

nx

x

x
nx

x

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf
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( ) ( )342210
33

~)( fff
h

fff
h

dxxf
b

a
+∑+++∑+∫  

 

 

  به كمك روش دو بخشي تقريبي ريشه معادلات زير را بيابيد هرگاه: -تمرين

(الف 310,1,5/0005/02/0 −====−− εbSinxx  

(ب 510,1,002 −− ====− εbax x  

52 (ج 10,1,0023 −====−−− εbaxxex  

  پس از چند بار تكرار به ريشه تقريبي معادلات زير مي نويسيم:

2

23

10,2,10
2

10,1,001

−

−

====−

====−+

ε

ε

ba
x

Sinx

baxx
 

  روش وتري (جابجائي):

پس از آزمون سه محدوديت ذكر شده در ابتداي اين فصل: اين روش مشابه به 

تفاوت كه در فلوچارت روش دو بخشي به جاي  روش دو بخش است، با اين

2

ba
c

+
چنين قرار مي دهيم  =

)()(

)()(

afbf

abfbaf
c

−
−

=   

  معيار توقف: عيناً معيار توقف در روش دو بخشي است.

  معمولاً اين روش سريعتر از روش دو بخشي است. -توجه
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013مثال: با استفاده از روش جابجائي يا وتري معادله  - =−+ xx  را با تقريب

001/0=ε :بيابيد  

 

)2(]1,0[:1)( 3 fxxxfپيوسته −+=  

)1(
01)1(

01)0(





>=

<−=

f

f
  )3(]1,0[:013)( 2 >+=′ xxf  

)()(

)()(

afbf

abfbaf
C

−
−

=  

A B 
)()(

)()(

afbf

abfbaf
C

−
−

=  F( c) 

0 1 0/5 -0/375 

0/5 1 0/6364 -0/1059 

0/6364 1 0/6712 -0/0264 

0/6712 1 0/6797 -0/00064 

0/6797 1 0/6817 -0/0015 

0/66817 1 0/6822 -0/0004 |0004/0| −→  

001/00004/0 <=  

682/0~6822/0=C  

  ) تقريبي از ريشه هاي معادلات زير را به روش وتري بيابيد:1( -تمرين

5) 210cos −=+ εxx  
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6) 22 1002 −==− εxx  

7) 21075/025/013 −==== εbaxee  

03 =−⇒ xex  

 

8) 3108/06/002sin2 −====−+ εbaxx  

) نمودار جريان روش وتري را در حالتي كه شرط توقف 2( -تمرين

ε<− − || 1nn cc .باشد رسم كنيد  

  

  

  تكرار ساده (نقطه ثابت):

داي فصـل معادلـه   در اين روش پس از بررسـي سـه محـدوديت ذكـر شـده در ابت ـ     

0)( =xf  را به فرم)(ngx مناسـب   ng)(در مي آوريـم. و پـس از انتخـاب     =

دنباله 







−

=
1n

x
gxn     دنباله اين ما را به ريشه ها هدايت مي كنـد  ( بـا انتخـاب

 يــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــك  

0x  تقريبي بينa  وb  (  

  مناسب قضيه زير را داريم: xg)(براي تشخيص 

],[تابعي بر  gاگر  -قضيه ba    باشـد (يعنـيbxa bngaو  ≥≥ ≤≤ باشـد و   )(

],[از  xبراي هر  baε :داشته باشيم  

1|)(| <≤′ Lxg ، :در اين صورت  
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xgx)(معادله  )5   دارد. b و aتنها يك ريشه بين  =

دنباله  ,baبين  0xبراي هر  )6







−

=
1n

n
gxn  به تنها ريشه حقيقي معادله

)(xgx   همگراست. =

باشد سرعت همگرايي بيشتر است. (زودتر بـه   به صفر نزديكتر L)  هر چند 1-توجه

  به يك نزديكتر باشد سرعت همگرايي كندتر است. Lريشه مي رسيم) و هر چند 

يا هر دو شرط قضـيه فـوق برقـرار نباشـد نتيجـه نمـي شـود كـه دنبالـه           1) اگر 2









−

=
1n

x
gxn شود از اين  همگرا نيست بلكه توصيه مي)(xg .بنويسيد  

)(.11

1

1
1)1(

)(1

01)(

3
33

22
2

1
3

3

xgxxxx

g
x

xxx

xgxx

xxxf

−=⇒−=

=
+

=⇒=+

=−=

=−+=

 

  هاي فوق مناسبند؟  xg)(كدام يك از  ]1,0[: در فاصله 2مثال 

]1,0[    )(1 1
3 xgxx =−=  

10 ≤≤ x 10 3 ≤≤⇒ x  

1)(0

110

01

1

3

3

≤≤

≤−≤

≤−≤−

xg

x

x
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1
3

4
)

3

2
(3

3

2
,)1,0(

3|3||)(|)1,0(

2

22

>=→=∀

−=′∀

xx

xxxgx

ε

ε
 

به دست آمـده ممكـن    gبرقرار نيست پس  1gپس شرط دوم قضيه فوق در مورد 

  است مناسب نباشد.

)(
1

1
22

xg
x

x =
+

=  

211010 22 ≤+⇒≤≤⇒≤≤ xxx  شرط اول                                    

1)(01
1

1

2

1
22

≤≤⇒≤
+

≤⇒ xg
x

 

1
)1(

||2
|)(|

)1(

2
)(

222222 <
+

=′⇒
+

−
=′

x

x
xg

x

x
xg                              

 شرط دوم 

  مناسب است. 2gپس 

  مناسب است؟ 3gآيا  -تمرين

1

1

1 +
=

−n
n

x
x 75/00   انتخاب مي كنيم.     =x  

75593/0
175/0

1
1 =

+
=x    

75493/0
175/0

1
1 =

+
=x  

75489/0
175493/0

1
4 =

+
=x باشد.          تفاضل با قبـل بايـد    0/0001

 كمتر از 
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−>εشرط خاتمه عمليات:  − |1nn xx   

به روش تكرار ساده (نقطه ثابت) تقريبـي از ريشـه معـادلات زيـر را چنـان       -تمرين

  باشد. ε=001/0بيابيد كه 

2) 75/015/00cos 0 ====− xbaxx  

7) 10sin212 0 ==−− xxx  

8) 10ln 0 ==+ xxx  

03مـي دانـيم معادلـه     2 =− xex     دارد،  ¾ , 0/1 , 1/0–سـه ريشـه در فاصـله

)(xg         هاي مناسبي جهت محاسبه تقريبـي ريشـه هـاي معادلـه فـوق بيابيـد كـه

3
1 10|| −
− <− nn xx .باشد  

013 =−+ xx  

1)1( 2 =+xx  

)()(
1

1
12 −=→=

+
= nn xgxxg

x
x  

....3 =x  

)(0مجموعه ريشـه هـاي معادلـه     -توجه =xf       بـا مجموعـه ريشـه هـاي معادلـه

)(xfx   يكسان نيست. =

0123مثال: بااستفاده از روش نقطه ثابـت ريشـه معادلـه     - =−+ xx    بـا تقريـب

  به دست آوريد. 0001/0

01)1(1

01)0(0

01)( 23

>=→=

<−=→=

=−+=

fb

fa

xxxf
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]1,0[:f      پيوسته   

023)( 2 >+= xxxf f→ εx)1,0(    اكيداً صعودي      

)(0پس  =xf  فقط يك ريشه دارد. ]1,0[در  

0123 =−+ xx  

1)1(2 =+xx  

1

1
2

2

+
=

x
x  

)(
1

1
xg

x
x =

+
=       1

1

1
)(010)1 ≤

+
=≤→≤≤

x
xgx  

         1

)1(2

1

1
12

1

)()2

2

3
<

+

−=
+
+=′

x

x

xxg  

           10 << x  

  روش نيوتن رافسون يا روش مماس:

xf)(رط استفاده از اين روش آن است كه علاوه بر سه شرط ابتدائي ش بر  ′′

],[ ba .تغير علامت ندهد  

).()(0به طوري كه  0xنقطه مناسب براي شروع مانند  -توجه 0 >′′ xfxf  

)1(

)( 1
1 −′

= −
−

n

n
nn

xf

xf
xx  

 

 

 

baad ,Re

)().( afaf ′′  ax =0  bx =0  

0< 0>  

)(

)(

1

1
1

−

−
− ′

=
n

n
nn

xf

xf
xx  
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  را بيابيد (روش نيوتن رافسون): 2مقدار تقريبي  مثال: -

2=d 022 22 =−→=→ dd  

)(02معادله  2 =−= xxf   را در نظر بگيريد، مثل اين است كه بخواهيم ريشه

  مثبت معادله را پيدا كنيم:














∀>=′′

∀>=′

>=−==

<−==

]2,1[02)(

]2,1[02(

]2,1[:

0224)2(2

021)1(1

ε
ε

xxf

xxxf

fپيوسته

fb

fa

ريشه بين  فقط يك  2 ,1    

  پس مي توان از روش نيوتن استفاده كرد.

10)(121 :نقطه شروع −=−=→= xfx  

         20)1().1(2)2( 0 =→<′′→=′′ xfff  

20)2(2 :نقطه شروع =→= fx  

       20)2().2(0)2( 0 =+>′′→>′′ xfff                                 

  

1

2
1

1 2

2

−

−
−

−
−=

n

n
nn

x

x
xx  ...,2,1=n  
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5/1
2

1
2

22

24
22 10 =−=

×
−

−=→= xx  

4167/1

...41666/1
3

25/0
5/1

5/12

225/2
5.12

=

=−=
×
−

−=x
 

4142/1
4167/12

2007/2
4167/13 =

×
−

−=x  

4142/1
141672

2007/2
)4142/1()( 3 =

×
−

== fxf  

001/0000004/0)( 3 <=xf             

 پس:      

414/13 =X     

)(0ام معادله  mريشه تكراري (مكرر) مرتبه  αهرگاه  -توجه =xf   باشد در ايـن

صورت از فرمول 
)(

)(

1

1
1

−

−
− ′
−=

n

n
nn

xf

xf
mxx       اسـتفاده مـي كنـيم. تـا همگرايـي

  سريعتر گردد. 

)(0ام معادله  mتعريف ريشه مكرر مرتبه  =xf    

===′′=′= − )(....)()()( 1 αααα mffff  

α  0را ريشه مكرر گويند هرگاه)( =xf .به صورت بالا باشد  

 4با استفاده از روش نيوتن رافسون ريشه تقريبي معادلات زير را بيابيد. (تا  -تمرين

  رقم اعشار)

2) 043 =−x  )1 0sin =− xx  
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4) 0
2
=−

x
Sin  3) 013 =−xxe  

02cos22ريشـه تكـراري مرحلـه چهـارم معادلـه       α=0ثابت كنيد  =−+ xx 

5/00سپس به روش نيوتن و با قراردادن  =x .اين ريشه را بيابيد  

  

  تمرينات گوناگون: 

xxبا استفاده از روش ترسيمي معادله  )6 cos10=     چنـد ريشـه دارد؟  (معادلـه

xx cos100= .سوال امتحان) چند ريشه مثبت دارد  

xxxxتعداد ريشه هاي معادلـه   )7 sincos.1 را بـه روش ترسـيمي معلـوم     +=

  كنيد. اين ريشه ها نزديك چه اعدادي هستند؟

  معادلات زير چند ريشه حقيقي دارند؟ )8

013 (الف =++ xx 04 (ب  =−xx  

xx (ج tan= xxx (د  sincos =  

0732 (ر 23 =++− xxx )1(0 (ز  73 =−− xx  

ــه    )9 ــه معادل ــوچكترين ريش ك
2

1
costan =− xx    ــه ازاء ــري ب ــه روش وت را ب

5/0=a   ،1=b   510چنان بيابيد كه−=ε    

يد فرض كن )10
xK

Kaxx
x

k

nx

n
k
n

n
+

+
=

−+   به عددي غير هم صفر همگراست.11
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باشد ريشه مكرر حـداقل   2را چنان بيابيد كه مرتبه همگرايي دنباله حداقل  Kالف. 

)(0باشد،  2 =′ αf(  

  

  

  تمرين هاي گذشته:

  سه رقم اعشار گرد كنيد:  

ε
π

,
53

 

468.0~4683674.0
15

1
0251.7

15

5

5

6

63
===×

ππ
 

3105.0142.3~ −×=Eπ  

3105.0236.2~6 −×=πE  

3
5 105.0067.0~

15

1 −×=E  

3
5 105.0 −×=E  

  گرد كردن:

 

004.0)387.7(105.0067.0

236.2067.0142.3236.2142.3

3

5
15

1

=××=+

+××+××≤

−
πE

EEE

 

005.00045.0004.0 كلي ≈==< EE  

  حاصل عبارت: مميز شناور
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1

1
4

2

22

02

10395.0

394910.0
10157.0

10620.0

)36810.0()10427.0(

10184.010618.0

−

−

×=

=
×

×
=

××

×+×
 

719 ±  سه رقم گرد شود           

 

3
7 105.0646.26457513.27 −×=≈= E  

3
19 105.0359.43588989.419 −×=≈= E  

310−+ ≤baE  

006.7197004.7 ≤+≤  

310113.1719 −
− ≤=− baE  

714.1719712.1 ≤−≤  

  حل تمرين از جلسات قبل:

3تقريبي از 

2

e  را بيابيد: −210با خطاي  

667.0~
3

2
:005.00011251.0

!5

)67.0( 5
<=  

!5

)
3

2
(

!4

)
3

2
(

!3

)
3

2
(

!2

)
3

2
(

3

2
1

!
...

!4!3!2
1

5432

3

2

432

+++++=

++++++=

e

n

xxxx
xe

n
n

 

947.1~001.0008.0049.0222.0667.013

2

+++++=e  
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تقريبي از 
11

sin
π

    −410با خطاي  

28560.0;
11

== xx
π

 

500002.0
!5

28560.0
=⇒= n  

 

....
!5!3

~
53
−+

xx
xSinx  

28174.0~

00002.000388.028560.0~
!5

11
!5

11
~

11

53

+−








+














−

ππ

π
Sin  

تقريبي از 
3

5
ln 210ا خطاي ب−    

9005.0
9

667.0
=⇒< n  

...
432

)1ln(
432
+−+−=+

xxx
xx  

5
3

2

4
3

2

3
3

2

3

2
~

3

5
ln

3

2

543









+








−








−





⇒=x  

0099.0222.0667.0~
8
3

2

7
3

2

6
3

2 876

+−








−








+








−  

599.0005.0008.0015.0026.0049.0 =−+−+−  
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تقريبي از 
11

tan
π

Arc  210با خطاي− :  

286.0
11
=

π
 

...
53

tan
53
−+−=

xx
xxArc  

5005.0004.0
5

)286.0( 5
=⇒<= n  

 

278.0
11

277.00004.0008.0286.0
5

)286.0(

3

)286.0(
286.0~

11
tan

53

=

=+−=

=+−

π

π

Arctas

Arc

 

  :−510با خطاي  1تقريبي از 

...
!5!3

1
...

!5!3sin 425
3

++−=
++−

=
xx

x

xx
x

x

x
 

000005.0008333.0
120

1

!3

1
1

4
<==⇒=x  

!9!7!5!3
11

8642
xxxx

x

Sinx
x +−+−=⇒=  

841177.0

00003.0000195.0008333.0166667.011

=

=+−+−⇒=x
 

8000005.0000003.0
!9

18
=⇒<= n  
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  ير را به كمك ترسيم بياوريد:تعداد و حدود ريشه هاي معادله ز





=

=
=

xy

xy
xx

cos10
cos10

2

1  

 

x  0 
2

π
±  π±  

2

3π
±  π2±  

2

5π
×  π3±  

2y  10  0 -10 0 10 0 -10 

001.0;0cos ==− εxx  

xCosxxf −=)(  

010)0cos()0(0 >=−=⇒= fa  

00001.01)1cos()1(1 <−=−=⇒= fb  

]1,0[f  

01)( <−−−=′ nsxf  نزولي  

a b c f(c ) 

0 1 0.5 0.378 

0.5 1 0.75 0.018 

0.5 1 0.625 0.186 

0.625 0.75 0.688 0.084 

0.688 0.75 0.719 0.033 

0.719 0.75 0.734 0.0085 

0.734 0.742 0.74 -0.0015 

0.738 0.742 0.74 -0.0015 

   C=0.739 
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  دستگاه معادلات خطي:















=+++

=+++

=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...

...

2211

22222121

11212111

M

 

 

   A= ماتريس ضرايب



















.

...

...

..

21

22221

1211

nnn

n

n

aaa

aaa

aaa

M
  

B=ماتريس طرف ثابت 



















nx

b

b

M

2

1

 

X=ــولات ــريس مجهــــــــــــــــــ  تــــــــــــــــــ



















nx

x

x

M

2

1

    

BAxBAIx

BAAxAAAA

BAx

11

1111
)(0||

−−

−−−−

=⇒=

=⇒⇒∃⇒≠

=
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محاسبه 
1−
A  د رحالت كلي توصيه نمي شود. زيرا دترمينالA   محاسبه اش وقتگيـر

را به روش هاي ديگري پيدا كنـيم بـا فـرض آنكـه      Xاست بنابراين سعي مي كنيم 

0|| ≠A ).(تا اينكه دستگاه فقط يك جواب منحصر به فرد پيدا كند  

روش مستقيم: در اين روش مستقيماً جواب معادله را محاسبه كنـيم. مشـهور تنهـا    

خطاي ناشي از گرد كردن اعداد در ماشين را خواهيم داشت). االبته دستگاه بـزرگ  

  باشد ممكن است رشدخطاها ما را جواب واقعي خيلي دور كند.

  

  ه هاي بالا مثلثي:دستگا

 















=++++

=++

=+++

33333

22222

11212111

...

...

...

bxaxaxa

bxaxa

bxaxaxa

nnnnn

nn

nn

M

 

 دترمينال ضرايب
















=A  

|| A  حاصلضرب اعضاي اول قطر اصلي =

|| A = nnaaa ××× ...2211  

iaA فرض كنيم ∀≠⇒≠ ,0....0|| 11  
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را پيـدا كنـيم سـپس از معادلـه قـبلش       nxاز معادله دستگاه بالا مثلثي مي توانيم 

1−nx  1را پيدا مي كنيم و به همين ترتيب تا برسيم به معادله اول كهx   را حسـاب

  كنيم (روش جايگذاري پس رو)

  طريقه حل روش حذفي گاوس:

را به فرم بالا مثلثي تبديل مي كنيم براي اين  *مجهولي  nعادله م nابتدا دستگاه 

],[اضـافه كـرده مـاتريس     Aرا به انتهـاي مـاتريس    Bكار بردار  BA   را مـاتريس

  مي گويند. *افزوده دستگاه 

  

  كه عمليات سطري نام دارند روي ماتريس افزوده انجام مي دهيم: حال اعمال زير را

),ام با  iتعويض دو سطر ماريس افزوده (تعويض سطر  - 4 ijR    

  ضرب عددي غير صفر در اعضاي يك سطر ماتريس افزوده: - 5

)(,0 αα iR=  

بـه   α`ده بـه سـطر ديگـر آن (افـزودن     افزدن مضربي از يك سطر ماتريس افزو -6

  نشان مي دهند) αijR)(ام را با  iسطر 

  را به بالا مثلثي تبديل مي كنيم: *در ذيل با اين عمليات يك دستگاه به فرم 

كنيم كه از نظر قدر مطلق كوچكتر  را كاري Aاعضاي ماتريس مقياس كردن:  - 3

باشند (كافي است هر سطر را به بزرگترين قدر مطلق جملات آن  1يا مساوي با 

  سطر تقسيم كنيم) اين كار فقط يك بار انجام بگيرد قبل از شروع روش گاوس.
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در ستون اول بزرگترين عضور از نظر قدر مطلق را پيدا كرده و سـطر شـامل آن    - 4

بزرگترين عضـو از نظـر قـدر مطلـق در      11αض مي كنيم اگر را با سطر اول عو

را طوري انتخاب مي كنيم كه اگر بـا    11αاولين ستون باشد آن گاه مضاربي از 

12α  13وα  1,....وnα  آن ) جمع كنيم كليه ايـن اعضـا   (يعني با اعضاي زير

را صفر كـرده ايـم مجـدداً فـرض مـي       11αصفر شود. بدين ترتيب اعضاي زير 

  كنيم:

22a   بزگترين عضو از نظر قدر مطلق در ستون دوم باشد سپس مانند قسمت قبـل

مي كنيم و به همين ترتيب ادامـه مـي دهـيم در    را نيز صفر  22aكليه اعضاي زير 

  شود.  به يك ماتريس بالامثلثي تبديل مي Aنتيجه ماتريس 

مثال دستگاه زير را به روش حذفي گاوس (همراه با مقياس كردن و ..) حل مـي   -

  كنيم









−=−+

=−−

=++

2435

122

254

321

322

321

xxx

xxx

xxx

 

 

 :ماتريس افزوده

 

















−−

−−

2435

1212

2541

 

















−−

−− →
−

−

4.06.06.01

5.015.01

4.018.02.0

)1(3

)2.0(12

iR

R  
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















−−

−−

 →

4.08.06.01

4.018.02.0

5.015.01
12R  

















−

−

−−

 →
−

−

9.02.01.00

5.019.00

5.015.01

)1(3

)2.0(12

iR

R  















 −







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














−

−−

 →

04.104.100

2.02.01.10

5.015.01

1.1

9

3.02.19.00

9.02.01.10

5.015.00
2323 RR

104.104.1

19.02.01.19.02.01.1

15.015.05.015.01

33

2232

11321

=→=

−=→−=+→=+

=→=−+→=−−

xx

xxxx

xxxxx

 

  روش حذفي گاوس جردن:

پس از مثلثي كردن به روش حذفي گـاوس بـا اسـتفاده از عمليـات سـطر مـاتريس       

  مثلثي را به ماتريس قطري تبديل مي كنيم (بالاي قطر اصلي نيز صفر شود)

دستگاه زير را به روش حذفي گاوس و يك بار نيـز بـا روش گـاوس جـردن      -تمرين

  حل كنيد. (تا يك رقم اعشار)









=++

=++

=++

4.39.28.57.3

6.2517.36.2

7.578.36.0

zyx

zx

zyx

 

  روش هاي تكراري:

در اين روش ها به يك جواب تقريبي اوليه شـروع مـي كنـيم و آن را يـك دسـتور      

كار بـردن پـي در   بازگشتي به كار برده تا جواب تقريبي ديگري به دست آوريم با به 
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پي اين دستور دنباله اي از جوابها به دست مي آيد كه  تحت شرايط مناسـب مـا را   

به جواب واقعي نزديك مي كند. روش هاي تكراري داراي دو ويژگي سادگي عمل و 

سهولت اجرا به وسيله كامپيوتر هستند و نسبت به انتشار خطاها حساسيتي ندارنـد.  

  تكراري عبارتند از: روش ژاكوبي و گاوس سايدل. اين روش معروف از روش هاي

و از معادلـه   1xرا به فرم زير مـي نويسـيم (از معادلـه اول     *روش ژاكوبي: دستگاه 

  را را حساب مي كنيم: nxام  nمعادله  …و  2xدوم 

)1...1(

)22...22(
22

1
2

)1...2121(
11

1
1

nxnnaxnanb
nna

nx

nxnxnaxab
a

x

nxnaxab
a

x

−−−−
1

=

−−−=

−−−=
 

انتخـاب كـرده و در    xبراي بـردار جـواب    0xسپس يك مقدار تقريبي اوليه مانند 

طرف راست معادلات فوق جايگزين مي كنيم تا يك مقـدار تقريبـي ديگـري بـراي     

به دست آيـد و بـه همـين ترتيـب      X)2(؛ مجدداً X)1(جواب به دست ايد. مانند 

  ادامه مي دهيم.

+−>εشرط  توقف عمليات: اگر  || )()1( k
i

k
i xx  به شرطي كهi∀   در اين صـورت

)1( +kX .جواب دستگاه است  

روش گاوش سايدل: اين روش همانند روش ژاكوبي مي باشـد فقـط در هـر مرحلـه     

تا آن مرحله به دست آورده ايم مورد استفاده قرار  ixا كه براي هر آخرين تقريبي ر

از معادله اول با اسـتفاده از جـواب    1xمي دهيم (يعني آنكه پس از به دست آوردن 
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بـه دسـت    1xوريـم  را به دست آ 2xتقريبي اوليه در معادله دوم وقتي مي خواهيم 

 2xآمده از معادله اول را به اضافه بقيه جوابهاي تقريبي اوليه جايگزين مي كنيم تا 

و  2xاز معادله سـوم دوبـاره بـه جـاي      3xجديد به دست آيد سپس براي محاسبه 

1x  2آن همينx  1وx     اخير را به اضافه مقادير تقريبي اوليه قرار مـي دهـيم و بـه

  همين ترتيب جلو مي رويم)

∑داشته باشيم:  Iفرض كنيد براي هر  -توجه

≠
=

≥
n

j
j

ijii aa

1
1

]|||    

نامنـد. در ايـن صـورت روش     را قطري مسلط مي Aدر اين صورت ماتريس ضرايب 

همگـرا مـي    x)0(ژاكوپي و روش گاوس سايدل با انتخاب هر مقدار تقريبـي اوليـه   

  : ما را به جواب واقعي نزديك مي كند) باشد (همگرا

يك شرط كافي براي همگرايـي اسـت امـا ايـن شـرط       Aشرط قطري مسلط بودن 

قطـري مسـلط نباشـد،     Aماتريس ضرايب شرط لازم نمي باشد. يعني ممكن است 

  ولي همگرايي اتفاق مي افتد.

||هر گاه ضرايب  -توجه iia       نسبت به ساير ضـرايب در هـر معادلـه نسـبتاً بـزرگ

باشد انتخاب مقادير انتخابي اوليه به ازاي 
ii

i
ii

a

b
x =∀   مناسب است.  ,

همگرايي قبل از استفاده از روش تكـراري  براي بهتر كردن شانس و سرعت  -توجه

بـر   iiaبايد دستگاه را طوري مرتب كرد كه تا حد امكـان از ضـريب قطـري يعنـي     
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ام) داشـته   Iحسب قدر مطلق بيشترين مقدار موجود در همان سطر را (يعني سطر 

  باشد شرط توقف عمليات نيز مانند روش ژاكوبي است.

  زير را به روش ژاكوبي حل كنيد:دستگاه  -مثال









=+−

=−+−

=+−

01460

6124

12047

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 →

















−

−−

−

=

1460

6124

047

A

|6||0||14|

|6||4||12|

|0||4||7|

−+≥

−+−≥

+−≥

 

قطري مسـلط نباشـد در ايـن صـورت بـا جابجـائي        Aپس قطري مسلط است. اگر 

  را قطري مسلط نمود) Aمعادلات يا افزودن مضربي به معادله ديگر مي توان 

 :فرم كلي















=

+=

++

)6(
14
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   قدار اوليه تقريبي به دلخواه معين مي كنيم
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
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

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






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مثال: دستگاه مثال قبل را به روش گاوس سايدن و با همان مقدار تقريبي اوليـه   -

  حل كنيد:

شود مان مراحل قبل دوباره تكرار ميه  
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و به همين ترتيب عمليات را ادامه مي دهيم. سرعت همگرايي روش دوم بيشتر از 

 روش اول است
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را قـرار   ix=1مثال: دستگاه زير را به هر دو روش حل كنيد و مقـدار اوليـه را    -

  دهيد:
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 قطري مسلطي           
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 جواب واقعي                    

  مطلوبست حل دستگاه زير به روش ژاكوبي و روش گاوس سايدن: -مثال
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  حالت تبديل كنيم قطري مسلط نيست و بايد آنرا به اين

 :با جابجائي معادله داريم
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  ماتريس به قطري مسلطي تبديل شود
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دستگاه هاي زير را به روش ژاكوبي وگاوس سايدل حل كنيـد. (سـعي كنيـد ابتـدا     

  ماتريس ضرايب قطري مسلط باشد)

25482

)0,0,0(52320

710

)0(

=++

==−+

−=+−

zyx

Xzyx

zyx

 

 










=+−

=−=−+

=+−

106

)0,0,0(1582

136

)0(

zyx

Xzyx

zyx

 

  به همراه يك برنامه (روش گاوس)
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  از جلسه قبل حل تمرين



www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com

www.kandoocn.com  ٢٠٢









<−=−=

=−=

=−

046.0)1540.0()1(

101)0(

0cos

f

f

xx

   
01)(

]1.0[:

<−−=′ sonxxf

f
اكيداً نزولي   

  

a  B  C  )(CF  

0  1 0.5 0.3776 

0.5 1 0.75 -0.0183 

0.5 0.75 0.625 0.1860 

0.625 0.75 0.6875 0.0853 

0.6875 0.75 0.7187 0.0340 

0.7187 0.75 0.7344 0.0078 

0.7344 0.7422 0.7383 0.0052 

0.7383 0.7422 0.7409 -0.0019 

0.7383 0.7402 0.7392 -0.0002  <  

0.001 
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a  B  C  )(CF  

0  1 0.5 -0.207107 

0.5 1 0.75 0.155393 

0.5 0.75 0.625 -0.023420 

0.625 0.75 0.6875 0.066571 

M M M M 

0.641175 0.69123

6 

0.691206 0.000030 

0.641175 0.69120

6 

0.641190 0.0000<0.00001 

     C=0.64449 

 

(1)  210;0cos −==+ εxx  روش وتري                            

(3) 22 10;02 −==− εxx  
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a b c f(c) 

-1 0 -0.68 0.1 
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  (روش نقطه ثابت)
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3679.0)( 1
01 === −exgx  

3679.0)( 3679.0
12 === −exgx  

5005.0)( 6922.0
23 === xxgx  

 .… ادامه مي دهيم
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ππ

π

 دقيقاً يك ريشه دارد     
2

π
 معادله بين صفر و 

)( 1−= nn xgx [ شروع كنيم به جواب مي رسيم       
2

,0[
π

 با هر x  بين 

00 =x  
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xxxfتعداد جملات مورد لزوم سري تيلور  تا  1و  0براي هاي  x=0حول  )(=

  رقم اعشار  4
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ــه    ــت معادل ــه مثب ــوچكترين ريش xxك cossin2 ــون   = ــوتن رافس ــه روش ني ب

210−=ε    

0)0cos()0sin(0)0( 2 <−=f  
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)(0sincossin2اكيداً صعودي  2 >++=′ xxxxxxf    دقيقاً يك ريشـه بـين

  صفر و يك موجود است.
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  به همين ترتيب ادامه مي دهيم.
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شرط برقرار                          

 است

 

 


